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  الأعداد العقدية

  2ا�تمر�ن 

  ا���ر�ن:

  

 

I. 1 

ل � .ℂ : ا����د�� 
2z 2z 4 0− + = 

 

2 : 
). ����ر ا�
دود�� ا���ر�� ��� �� ) ( ) ( )3 2P z z 2 1 2i z 4 1 2i z 16i= − + + + −
  

  

)أ. ��ن أن     )P z  ��ل �ذرا ������ �ر���0z د�ده
  ��م �


�ث :  γو  βو αب. 
دد   �( ) ( )( )2

0P z z-z z z+α β γ= +  


ل �
 ج.   ℂ : ا����د�� ( )P z 0=  

 

II.  دي ا���%وب إ�# ���م �����د ���ظم�
 ا��%�وى ا���( )1 2O,e ,e
�� ��

ا��
 أ�
�,+� *�# ا��وا�
  D وC وB وA، ����ر ا���ط  

: 

a=1+3i  وb=1-3i  وc=4  وd=5+i  
  

أ
%ب  .1
b-c

a-c
 ABC-م ا%���. ط���� ا��-�ث   

أ
%ب  .2
d-b

c-b
�ط �%������.D وC وB-م ا%���. أن ا���ط  � 

 

u ا1زا
� ا��
 ���+�+�  ��t/ن  .3
�

 2i-1ذات ا��
ق  

 


دد ا�/���� ا���د�� �4زا
�   . أt 


دد   . بp  ط��
ق ا���P ورة�A  �
 1��tزا

 


 ا�ذي �ر/زه  ��h/ن  .4/�
 2و �C  6��%ا��

 


   . أ/�

دد ا�/���� ا���د�� ���h 


دد   . بq  ط��
ق ا���Q  ورة�P  
/�
����h 

 

1ذات ا��
ق  Ωا�دوران ا�ذي �ر/زه  ��R/ن  .5 iω = − و زاو��6  +
2

π−
 


دد ا�/���� ا���د�� ��دوران   . أR 


دد   . بn  ط��
ق ا���N  ورة�A  دوران���R 
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أ
%ب  .6
n-p

q-p
 NPQو ا%���. ط���� ا��-�ث  

 

�+�  ��S/ن  .7
�ط� ��s=-1 

 

�ق أن   . أ
�NPQS وازي أ89ع�� 

 NPQSا%���. ��� %�ق ط���� ا�ر��*
   . ب

 

  
  

  

��1
�: ا���ر�ن :  

I. 1.  

ل ���ℂ : ا����د�� 
2z 2z 4 0− + = 

)�د��� :         ) ( )( )2
2 4 1 4 4 16 12∆ = − − = − = −  

∆���0 أن        �;ن ا����د�� ���ل 
��ن *�د��ن ��را���ن  >

        
( )

( )
2 12

2 1

i
z

− − −
أو   =

( )
( )

2 12

2 1

i
z

− − +
=  

 

                       
2 2 3

2

i
z

أو   =−
2 2 3

2

i
z

+=  

                         1 3z i= 1أو  − 3z i= +  

}إذن            }1 3;1 3S i i= − +  

  

).    أ. ����ن أن 2 )P z  ��ل �ذرا ������ �ر���0z د�ده
  ��م �

            <9�( ) 0zb ib∈ =ℝ   

                                                                                                       

( ) ( )( ) ( )( )3 2
2 1 2 4 1 2 16 0ib i ib i ib i− + + + − =    ⇔  ( ) 0P ib =  

                                                        

( )3 22 1 2 4 8 16 0ib b i ib b i− + + + − − =     ⇔     

  3 2 22 4 4 8 16 0ib b ib ib b i− + + + − − =     ⇔     

  3 2 22 4 4 8 16 0ib b ib ib b i− + + + − − =     ⇔     

( ) ( )2 3 22 8 4 4 16 0b b i b b b− + − + + − =     ⇔     

                          
2

3 2

2 8 0

4 4 16 0

b b

b b b

 − =


− + + − =
 ⇔  
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2

3 2

2 8 0

4 4 16 0

b b

b b b

 − =


− + + − =
   ⇔  

                                                             
3 2

0 4

4 4 16 0

b bأو

b b b

 = =
− + + − =

⇔  

4bإذن  و��6   =
0

4z i=.  

  


�ث :  γو  βو αب. ��
دد �( ) ( )( )2

0P z z-z z z+α β γ= +  

  �د���       

( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

0

3 2 2

3 2

4

4 4 4

4 4 4

z z z z z i z z

z z z i z i z i

z i z i z i

α β γ α β γ

α β γ α β γ
α β α γ β γ

− + + = − + +

= + + − − −
= + − + − −

  

)إذن       ) ( ) ( )3 24 4 4P z z i z i z iα β α γ β γ= + − + − − ⇔  ( ) ( )( )2

0P z z-z z z+α β γ= +  

  

و ��6 :   

1

2

4

α
β
γ

=
 = −
 =

   : 
)و ������ ) ( )( )2P z z-4i z 2z+4= −
  

  

  


ل �
 ج. ��ℂ : ا����د�� ( )P z 0=  

                                      ( ) ( )( )2P z 0 4 2 4 0z i z z= ⇔ − − + =  

                            2z 2z 4 0− + 4 أو   = 0z i− =   ⇔ ( )P z 0=        

                      1 3z i= 1 أو    + 3z i= 4zأو    − i=   ⇔ ( )P z 0=    

}       إذن      }4 ;1 3;1 3S i i i= − +       

                                                                                          

II. 1: د���� . 

                                   

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 3 4

1 3 4

3 3

3 3

3 3

3 3

ib c

a c i

i

i

i i

i

i

− −− =
− + −

− −=
− +
− +

=
− +
=

  

21إذن : 
ib c

e
a c

π 
 
 − =

−
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�1د��� :   �
b c

a c

− =
−

1إذن   
CB

CA
CBو��6   = CA= 

]و �د��� :  � ]arg 2
2

b c

a c

π π−  ≡ − 
)إذن     ) [ ], 2

2
CA CB

π π≡
��� ����

  

  .��C%�وي ا�%�,�ن و ,�=م ا�زاو�� �
  ABC:     ا��-�ث ���8                 

  

  �د��� : . 2    

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

5 1 3

4 1 3

4 4

3 3

4 1

3 1

4

3

i id b

c b i

i

i

i

i

+ − −− =
− − −

+=
+
+

=
+

=

  

��� أن : 
d-b

c-b
∈ℝ   ط��ط �%������.D وC وB�;ن ا���  

  

  

u ا1زا
� ا��
 ���+�+�  tأ.  ��/ن  .1
�

 2i-1ذات ا��
ق  

    �

دد ا�/���� ا���د�� �4زا��t   

)��/ن  )M' z'  ورة�( )M z  زا��
��t  

           ( )' t M 'MM u M= ⇔ =
������ �

  

                             '
u

z z z− = ⇔�  

                             ' 1 2z z i= + − ⇔  


دد ب.  ��p  ط��
ق ا���P ورة�A  �
  1��tزا

  p=1+3i+1-2i=2+iإذن    �p=a+1-2iد��� :        


 ا�ذي �ر/زه  hأ. ��/ن  .4/�
 2و �C  6��%ا��


دد   �� 
/�
 h ا�/���� ا���د�� ���

)��/ن     )M' z'  ورة�( )M z 
�������h   

                                             

( )
( )

z'-c=2 z-c

z'-4=2 z-4

z'-4=2z-8

z'=2z-4
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دد  ب.��q  ط��
ق ا���Q  ورة�P  
/�
����h  

�د��� :       
( )

q=2p-4

q=2 2+i 4

q=4+2i-4

q=2i

−
  

  

1ذات ا��
ق  Ωا�دوران ا�ذي �ر/زه  ��R/ن أ.  .5 iω = − و زاو��6  +
2

π−
  

  Rا�/���� ا���د�� ��دوران ��
دد 

)��/ن     )M' z'  ورة�( )M z دوران��� R   

                 

( )
( ) ( )( )

( )

-
i

2z'- =e

' 1 1

' 1 1

' 1 1

' 2

z

z i i z i

z i i z i

z i iz i

z iz

π

ω ω
 
 
  −

− − + = − − − +

+ − = − + −
+ − = − − −

= − −

  

  


دد  ب.�� n  ط��
ق ا���N  ورة�A  دوران���R  

 �د��� :       
( )

2

1 3 2

3 2

1

n ia

n i i

n i

n i

= − −
= − + −

= − + −
= − +

  

   

 �د��� :  .6

                               

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2n-p

q-p 2 2

n-p 1 2

q-p 2

2n-p

q-p 2

n-p

q-p

i i

i i

i

i

i i

i

i

− − +
=

− +
− −=
− +
− +

=
− +

=

  

21إذن :      
in p

e
q p

π 
 
 − =

−
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�1د��� :   �
n p

q p

− =
−

1إذن   
PN

PQ
PNو��6   = PQ= 

]و �د��� :  � ]arg 2
2

n p

q p

π π − ≡ − 
)إذن     ) [ ], 2

2
PQ PN

π π≡
���� ����

  

  .��P%�وي ا�%�,�ن و ,�=م ا�زاو�� �
  NPQ:     ا��-�ث ���8                 

  

�+�  ��S/ن   .7
�ط� ��s=-1 

 

�ق أن   . أ
�NPQS وازي أ89ع�� 

)�د��� :  )q-s=2i- -1 2i= )و    + ) ( )2 1 1 2p n i i i− = + − − = +  

q-s=pإذن  n−   6�� وSP NQ=
��� ����

   
  ��وازي أ89ع NPQSو ������

  

)و  ��وازي أ89ع ���NPQS أن   . ب ) [ ], 2
2

PQ PN
π π≡

���� ����
  
 �%�ط�ل  NPQS�;ن ا�ر��*

PNو ��� أن  PQ=  
  �ر�>. NPQS�;ن ا�ر��*

  

 

  

  

  

  

  

  

                                                 

      

                                                                                                                                                   

                                                                                                                                                


