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م ��������� ��
 ا���

  ا�"ورة ا���د�� �2009
��� ���ن اا��

� ا�ول : (���  ن ) 3ا��

)���	� #" ا�! �ء ا�����ب إ�� ���� ������ ����� �	���   ), , ,O i j k
� � �

)،ا��%$   )2,2,8A )و − )6,6,0B   

)و )2, 1,0C )و  − )0,1, 1D ) و  − )S  $%ا�� ������M  (%)
.�* ا�! �ء ا��"  0MA MB =
����� �����

  

�0OCد ����ث إ�0ا/��ت ا����-�  )1  0,75 OD∧
���� ����

2و ا5���6 أن   2 0x y z+ + ���ى  =��� ��
ھ" ���د�� د
�9ر

( )OCD  


(%) �* أن  )2  0,5( )S  =>ھ��ھ" ا�!��9 ا��" �( )2,4,4Ω  �-���� 6و  

��#� ا��%?�  )3  0,5� @�)�* ا�����ى  Ωأ. أ0 )OCD  

)ب. ا5���6 أن ا�����ى   0,5 )OCD  �9�!�� س���( )S  

.ج. 
(%) �* أن :         0,75 0OA OB =
���� ����

)ھ" �%?� 
��س ا�!�O  �9/� ا5���6 أن ا��%?�   )S  ى���)و ا�� )OCD  

  

� ا�!	 � : ���  ن ) 3(ا��

)���	� #" ا�����ى ا��%�ي ا�����ب إ�� ���� ������ ����� �	���    ), ,O u v
� �

ا��"  Cو  Bو  A، ا��%$  

2أ�(�F-� ��� ا���ا�" ھ" :       2a i= 3و  − 1

2 2
b i= − )و  + )1 3 1 3c i= − + +  

1  1(  *
  bو  aأ=�@ ��� ا�H9I ا�����" =G �* ا���د

5و زاو
�O  Lا�Kي ��=>ه ا��%?�  ���R	� ا��وران  )2  

6

π
  

. �P* أن : ���PRوران  �OMرة  M'�() ا��%?�  z'�* ا�����ى ا��%�ي و  �M() ا��%?�  9��z*   . أ  0,75
'z bz=  


(%) �* أن ا��%?�   . ب  0,5C  �?%رة ا���O "ھA  وران���PR  

]�P* أن :  )3  0,75 ]arg arg arg 2c a b π≡   c/� �0د ���ة ����د ا��%�ي  +

  

� ا�!	�" : ���  ن ) 3(ا��


�9* ا�����> �P* ا�9�ات  5=�ات �6داء و  4=�ات �P �ء و  3
(��ي ��Oوق ���    R ) اء�ات �0�=
( T����P  

�(@ ��Iا��W و 
G/ ���Vث =�ات �* ا���Uوق.�  
 ���	� ا�(�/�* ا������* :  )1  1,5

A   ات �* ا���ن "  و�ث =G/ ��� ل�U)ا� " :B  ���� ا���ن �!��Z� ات�ث =G/ ��� ل�U)ا� " :
" ����  

)�P* أن :  ) 3

44
P A )و    = ) 3

11
P B =  

  2(  *9��X . �-��)
  ا���\�� ا���IاW" ا�Kي 
�)6 H= $P	� ��Gث =�ات ��Pد ا]��ان ا��" 
   �0Xد ا�%�� ا��" 
^[Kھ� ا���\�� ا���IاW"   . أ  0,25



 

  

	�������� ا��
���م   

	ن ا��ط�� ا��
دورة �	د�� 2009  

 

2/13 Math.ma – 09/2018 

 

1,25       "Wا�Iا�� �ن ا���0ل ا���\����F ب.    �0دX  "_�
)و أ0�@ ا]�H ا�� )E X.  

  

� ا��ا$# : ���  ن ) 2(ا��

   : ` �
1

2 3

x
I dx

x

−

−
=

)و    ∫+ )1

2
ln 2 6J x dx

−

−
= +∫  

 أ. 
(%) �* أن : )1  0,25
3

1
3 3

x

x x
= −

+ +
3
H9�x  a��Z ��د %�%0"  −  

1ب. �P* أن :   0,75 3ln 2I = −   

����6�PJل �b[�P ����9>اء �P* أن :  )2  1 I= −  

  

� ا�&	�% : ���  ن ) 9(ا��

   �
)����x  : c�)P\�� ا�(%�%"  ���f	� ا��ا�� ا���د ) ( )2ln 2 2x xf x e e= − +  

( )C  ا����� Hا���� ��)���� <��
f  ����� ������ ���� "#( ), ,O i j
� �

  

  

  
0,75  

I.  


(%) �* أن :  )1( )2

2 2 1 1
x x x

e e e− + = − +  H9�x  *�ℝ   a
��
/� ا5���6 أن ������ 

)و أن :  ℝھ"  fا��ا��   ) 2 2
1 0

xx
x

ee
∀ ∈ − + >ℝ  

0,75  2(  @�)أ0 )lim
x

f x
→+∞

)/� �P* أن :   )lim ln 4
x

f x
→−∞

  و أول ھKه ا������ ھ����6 . =

  

1  3(  : *�P .أ( )
( )

( )2

2 1
'

1 1

x x

x

e e
f x

e

−
=

− +
  H9�x  *�ℝ    أن *� (%)
)و  )' 0 0f =  

  
0,5  

1xeب. أدرس إ��رة  −  ���ℝ  و ا5���6 أن ا��ا��f  ا����ل ��� �
�

>ا[ [0,+∞  ��UF��
و 

[��� ا����ل  ],0−∞  

  
)أ. 
(%) �* أن :  )4  0,25 ) ( ) 2 2

2 2ln 1
xx

x f x x
ee

 
∀ ∈ = + − + 

 
ℝ  

0,75   ��%��)ب. �P* أن ا�� )D  Lي ���د��K2ا�y x=  ��)���� رب�%�( )C ار��P+∞  

)أ. 
(%) �* أن :  )5  0,25 )( )3 2 1 2x x x xe e e e− + = − −  H9�x  *�ℝ  

0,5   *� H= 2ب. أدرس إ��رةxe )و  − )( )1 2x xe e− −  ���ℝ  

2ج. ا5���6 أن :   0,25 2x x xe e e− + ≤  H9�x  ا����ل *�[ ]0,ln 4  

)د. �P* أن   0,75 )f x x≤  H9�x  ا����ل *�[ ]0,ln 4  

)أ�gI ا���(��  )6  0,75 )C  ��)���� أن H	%� )( )C  *� �\Oل إ�0اھ�� أ�U#و  −�1%?�" ا��?�ف أ


�ھ�� �i� �?��ب و �^[K  2أ#�Uل ا][�ى أ=	� �* �)
ln 4 1,4≈ (  

  II.  *9��( )n
u  : "�
 ��P �#�ا��� �
0ا�������� ا���د 1u )و    = )1n n

u f u+ =   H9�n  *�ℕ 
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�" ا����6ل ���5W درا�6 ا��ا��  ���# j�9�
f  
�P0* أن :  )1  0,75 ln 4

n
u≤ ≤  H9�n  *�ℕ  

0,75  2( *�P  أن ا��������( )n
u  ��UF��
  

)ا5���6 أن ا��������  )3  1 )n
u .�-�
  ��%�ر�P و �0د �-�

  

*** 

� ا�ول ���
)' ا��)* :  

1(  : ��
��( )2, 1,0OC −
����

)و   )0,1, 1OD −
����

 

)إذن :  ) ( )( ) ( )

1 1 2 0 2 0

0 1 0 1 1 1

1 0 1 0 2 0

1. 2. 2.

OC OD i j k

i j k

i j k

−
∧ = − +

− − −

= − − − − + −

= + +

���� ���� �� �

�� �

�� �
  

: L�� و ( )1,2,2OC OD∧
���� ����

  

: ��
�� ( )1,2,2OC OD∧
���� ����

���ى  ��� ������ �-���( )OCD  

���ى ��� ��
)إذن ���د�� د
�9ر )OCD : H9� ��� @�9
  

                   1. 2. 2. 0x y z d+ + + =  

 : ��
)و �� ) ( )0,0,0O OCD∈     إذن( ) ( ) ( )1. 0 2. 0 2. 0 0d+ + + =   : L�� 0وd =  

)و �����P" ���د��  )OCD  :2 2 0x y z+ + =  

2(     : ��
��            ( ) . 0M S MA MB∈ ⇔ =
���� ����

 

)إذن :      )S  رھ��?Fھ" ا�!��9 ا��" أ�0 أ[ ]AB  

    : L�� و  

� Ω  �9�!ا� <=��( )S  ��?%ا� aU��� ھ�[ ]AB  

   : ��
��       

2 6
2

2 2

2 6
4

2 2

8 0
4

2 2

A B

A B

A B

x x
x

y y
y

z z
z

Ω

Ω

Ω

 + − + = = = + + = = =
 + + = = =

)  إذن :     )2,4,4Ω  

� R  ع���( )S  : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2

6 2 6 2 0 8 64 16 64 144 12
6

2 2 2 2 2 2

B A B A B Ax x y y z zAB
R

− − + − + −− + − + − + +
= = = = = = =  
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)               -أ )3 )( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 4 2 4 18
, 6

91 2 2
d OCD

+ +
Ω = = =

+ +
  

 

) ��P أن -ب )( ),d OCD RΩ )ا�����ى  #nن = )OCD  �9�!�� س���( )S  

  


�� :  -ج��( )2,2,8OA −
���

)و   )6,6,0OB
����

  

)و            ) ( ) ( )OA. 2 6 2 6 8 0 0OB= − × + × + × =
���� ����

  

)إذن :      )O S∈  

     j�K= ���� و( )O OCD∈  

)إذن      ) ( )O OCD S∈ ∩  

)و ��P أن       )OCD  �9�!�� س���( )S  �?%ن �%?� ا����س ھ" ا��n#O   

  

  

� ا�!	 � : ���
)' ا��)*  

  

1(   

�   

2 2

2 2
2 2

2 2

2 2 cos sin
4 4

2 2 cos sin
4 4

a i

i

i

i

π π

π π

= −

 
= −  

 

    = −    
    

 − −    = +    
    

  

�   

3 1

2 2

cos sin
6 6

cos sin
6 6

5 5
cos sin

6 6

b i

i

i

i

π π

π ππ π

π π

= − +

   = − +   
   

   = − + −   
   

   = +   
   
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) -أ )2 )'M z′  رة�O( )M z  وران���PR  �?%=>ه ا���ي �Kا�O  L�
5و زاو

6

π
 

                                   

( )

( )

5

6

5

60 0

.

i

O O

i

z z e z z

z e z

z b z

π

π

′ − = −

′ − = −

′ =

  

  


�� :   -ب��  

                      

( )

( ) ( )

3 1
. 2 2

2 2

3 3 1

1 3 1 3

b a i i

i i

i

c

 
= − + × −  

 

= − + + +

= − + +

=

  

  ���PRوران  Aھ" �Oرة ا��%?�  Cا��%?� إذن :        

3(  

                          
( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]
arg arg 2

arg arg arg 2

c a b

c a b

π

π

≡ ×

≡ +
  

                                    
( ) [ ]

( ) [ ]

5
arg 2

4 6

7
arg 2

12

c

c

π π π

π π

−≡ +

≡
  

  

� ا�!	�" : ����� '(
)*  

  

  ا����G/ @)6 " �Pث =�ات #" آن وا�0 �* ا���Uوق "

 *9��Ω  �P��ن إ�����9ت ا���=  

 : ��
��3

12 220card CΩ = =  

1( A" ا���ن T!� *� ات�ث =G/ ��� ل�U)ا� " 

R R R    أوN N N      أوB B B  

                     3 3 3

3 4 5 1 4 10 15cardA C C C= + + = + + =  

                     ( ) 15 3

220 44

cardA
p A

card
= = =

Ω
  

 

    B ات�ث =G/ ��� ل�U)ا� " �!��Z� ا���ن  ���� ���� "  
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                                    B N R  

                           1 1 1

3 4 5 3 4 5 60cardB C C C= × × = × × =  

                                    ( ) 60 3

220 11

cardB
p B

card
= = =

Ω
    

2(  *9��X . �-��)
 ا���\�� ا���IاW" ا�Kي 
�)6 H= $P	� ��Gث =�ات ��Pد ا]��ان ا��" 

    - أ

                     1

B B B

N N N X

R R R


 → =



  

                    2

B B B

N N N X

R R R



 → =



  

                      3B N R X→ =  

  "Wا�Iا�� �ھ� ا���\�K]^
   X : 1,2,3ا�%�� ا��" 

  

)                           - ب ) ( ) 3
1

44
p X p A= = = 

                         ( )
2 1 2 1 2 1

3 9 4 8 5 7 3 9 6 8 10 7 145 29
2

220 220 220 44

C C C C C C
p X

+ + × + × + ×= = = = =  

                                   ( ) ( ) 3
3

11
p X p B= = =  

  

  

 : "_�
)ا]�H ا�� ) 3 29 3 97
1 2 3

44 44 11 44
E X

     = × + × + × =     
     

  

  

� ا��ا$#  ���
)' ا��)* :  

  

}أ. ��9*  )1 }3x∈ − −ℝ 

    : ��
��( )3 3 3 3 3
1

3 3 3 3 3

xx x

x x x x x

+ − += = − = −
+ + + + +

  

3إذن :    
1

3 3

x

x x
= −

+ +
3
H9�x  a��Z ��د %�%0"  −  

3  2  1  i
X x=  

3

11
  

29

44
  

3

44
  ( )i

p X x=  
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   . ب

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1

22 2 2

33
1 1 3 3ln 3 1 3ln 2 2 3ln 1 1 3ln 2

3 3 3

xx
I dx dx dx x x

x x x

− − − −

−− − −

 ′+     = = − = − = − + = − − − − − = −    + + + 
 

∫ ∫ ∫  

2(  : ��
��( )1

2
ln 2 6J x dx

−

−
= +∫ 

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

2 6 2 1ln 2 6
2 6 2 6 31

xu x x u x
x x xv x

v x x

 ′ + = + ′ = = =  + + +′ =   =

� վ  

 

            

( )

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

11

2 2
ln 2 6

3

ln 4 2ln 2

2ln 2 2ln 2

x
J x x dx

x

I

I

I

−−

− −
= + −   +
= − − − −

= − + −
= −

∫

  

  

� ا�&	�% : ���
)' ا��)*  

  

I.  �
)����x  : c�)P\�� ا�(%�%"  ���f	� ا��ا�� ا���د ) ( )2 ln 2 2x x
f x e e= − +  

1(  *9��x ℝ∈ 

⊳    : ��
��( )22

2 2 2 1 1 1 1x x x x x
e e e e e− + = − + + = − + 

)إذن :  )2

2 2 1 1x x x
e e e− + = − +  H9�x  *�ℝ    

⊳  

             

{ }

( )
2

/ 2 2 0

/ 1 1 0

x x

f

x

D x e e

x e

= ∈ − + >

   = ∈ − + > 
   

=

ℝ

ℝ

ℝ

  

): ]ن  )2

1 1 0x
e − + >  H9�x  *�ℝ    

⊳  : ��
��
( )2

1 12 2 2 2
1

x
x x

x x xx

ee e

e e ee

− +− +− + = = 

)��P أن  )2

1 1 0x
e − + >  H9�x  *�ℝ    0وx

e >  H9�x  *�ℝ    
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: #nن 
( )2

1 1
0

x

x

e

e

− +
>  H9�x  *�ℝ    

 : L�� و( ) 2 2
1 0

xx
x

ee
ℝ∀ ∈ − + >  

2(  

⊳ ( ) ( ) ( )2

lim lim 2ln 2 2 lim 2ln 1 1x x x

x x x
f x e e e

→+∞ →+∞ →+∞

 = − + = − + = +∞ 
 

 

)]ن :              ) ( )2

lim lim 1 1x x

x x
e e

→+∞ →+∞
= +∞ − + = limو    ∞+ ln

t
t

→+∞
= +∞  

⊳ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2lim lim 2ln 2 2 2 ln 2 ln 2 ln 4x x

x x
f x e e

→−∞ →−∞
= − + = = = 

lim]ن  0
x

x
e

→−∞
=  

limو  2 2 2
x x

x
e e

→−∞
− +   ln  "#  ��U��2و  ا��ا��   =

⊳ ( )C  Lأ#%�� ���د�� �Pر�%� H	%
( )ln 4y  ∞−P��ار  =

 

:ا��ا�� أ. ��P أن  )3 2 2x xu x e e− )و    ��G� ��P�Fℝ%�ق ���  ֏+ ) 0x u x∀ ∈ >ℝ 

)#nن ا��ا��     )( )lnx u x֏  ��� ق�%��G� ��P�Fℝ    

    ��G� ��P�Fℝ%�ق ���  fو ��L ا��ا��    

     *9��x∈ℝ : 

                     : ��
��            

 

( ) ( )( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

2

2

2

2

2 ln 2 2

2 2
2

2 2

2
2

2

1 1

2

1 1

2

1 1

2 1

1 1

x x

x x

x x

x

x

x

x

x
x

x

x

x x

x

x x

x

f x e e

e e

e e

e
e

e

e

e
e

e

e

e e

e

e e

e

′
′ = − +

′
− +

= ×
− +

′

−

= ×

− +

−

= ×

− +

−
= ×

− +

−
=

− +
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)إذن :         )
( )

( )2

2 1
'

1 1

x x

x

e e
f x

e

−
=

− +
  H9�x  *�ℝ     

⊳ ( )
( )

( )
( )

( )
0 0

2 2
0

2 1 2 1 1 1 0
' 0 0

11 1 11 1

e e
f

e

− −
= = = =

− +− +
 

9��x*  ب. ℝ∈  

                                
1 0 1

1

0

x x

x

e e

e

x

− = ⇔ =
⇔ =
⇔ =

  

0xإذا =�ن  ⊲ ≥ : 

  ��
��0x
e e≥  

1xإذن : 
e ≥  

1xeإذن  ≥  

 L�� 1و 0xe − ≥  

0xإذا =�ن  ⊲ ≤ : 

  ��
��0x
e e≤  

1xإذن : 
e ≤  

1xeإذن  ≤  

 L�� 1و 0xe − ≤ 

  

  

o  : ��
��( )
( )

( )2

2 1
'

1 1

x x

x

e e
f x

e

−
=

− +
  H9�x  *�ℝ    

)�* ا��ا_p أن  )2

1 1 0x
e − + 2و    < 0xe >   H9�x  *�ℝ     

)إذن إ��رة  )f x′  1ھ" إ��رةxe −  

]��� ا����ل  [0,+∞  

 : ��
��1 0xe − ≥  

)إذن :  ) 0f x′ ≥  

 L�� وf �
�

>ا  

[��� ا����ل  ],0−∞  

 : ��
��1 0xe − ≤  

)إذن :  ) 0f x′ ≤  

 L�� وf ��UF��
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xأ. ��9*  )4 ℝ∈ 

    : ��
��  

   

               

( ) ( )

( )

2ln 2 2

2 2
2ln 1

2 2
2 ln ln 1

2 2
2 ln 1

2 2
2 2ln 1

x x

x

xx

x

xx

xx

xx

f x e e

e
ee

e
ee

x
ee

x
ee

= − +

  
= − +   

  

  
= + − +   

  

  
= + − +   

  

 
= + − + 

 

  

    إذن :   

  : ��
)ب.  �� ) 2 2
lim 2 lim 2ln 1 0

xxx x
f x x

ee→+∞ →+∞

 
− = − + = 

 
  

  ]ن :       

                   )2 2
lim 1 1

xxx ee→+∞
− +  ⇐ ln"  "# ��U��1"و  =

2 2
lim ln 1 0

xxx ee→+∞

 
− + = 

 
   (  

xأ. ��9*  )5 ℝ∈  : 

: ��
�� 

           ( ) ( ) 2

1 2 2 2

3 2

x x x x x

x x

e e e e e

e e

− − = − − +

= − +
  

)إذن :  )( )3 2 1 2x x x x
e e e e− + = − −  H9�x  *�ℝ  

  

2xeإ��رة ب. ���رس     −  :  

                                
( )

2 0 2

4

ln 4

x x

x

e e

e

x

− = ⇔ =
⇔ =
⇔ =

  

)إذا =�ن  ⊲ )ln 4x ≥ : 

  ��
��( )ln 4xe e≥  

)إذا =�ن  ⊲ )ln 4x ≤ : 

  ��
��( )ln 4xe e≤  
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4xإذن : 
e ≥  

2xeإذن  ≥  

 L�� 2و 0xe − ≥  

4xإذن : 
e ≤  

2xeإذن  ≤  

 L�� 2و 0xe − ≤ 

  

)���رس إ��رة        )( )1 2x x
e e− − :  

  

  

  
]ج. ��9*  ]0, ln 4x ∈   

      : ��
��( )( )1 2 0x x
e e− − ≤  

3إذن :       2 0x xe e− + ≤  

      : L�� 2و 2x x xe e e− + ≤  H9�x  ا����ل *�[ ]0, ln 4  

]د. ��9*  ]0, ln 4x ∈  

 : ��
��2 2x x xe e e− + ≤  

)إذن :  ) ( )ln 2 2 lnx x x
e e e− + ≤  

) إذن : ) ( )2 ln 2 2 2lnx x x
e e e− + ≤  

) إذن : ) ( )2 ln 2 2 lnx x x
e e e− + ≤  

) إذن : )f x x≤  H9�x  ا����ل *�[ ]0, ln 4  
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6(    

  
   

II.  *9��( )nu  : "�
 ��P �#�ا��� �
ا�������� ا���د
0

1u )و    = )1n nu f u+ =   H9�n  *�ℕ 

��0	�* أن :  )1 ln 4
n

u≤ ≤  H9�n  *�ℕ 

⊳  Hb�0* أn =  : 

 ��
��
0

1u =  

إذن 
0

0 ln 4u≤ ≤  

⊳  *9��n ℕ∈ 

o  : ض أن��0!� ln 4
n

u≤ ≤ 

o : * أن�	و � 
1

0 ln 4
n

u +≤ ≤ 

 :  ��P�� اض��#Rا @�00 ln 4
n

u≤ ≤  


� ��� ا����ل  fو ���� أن ا��ا�� �
)����U و 
>ا )0, ln 4    

)إذن :  ) ( ) ( )0 ln 4nf f u f≤ ≤  

: L�� و 
1

0 ln 4
n

u +≤ ≤  

�0����5 أن :  ⊲ ln 4
n

u≤ ≤  H9�n  *�ℕ 

 

2 3 4 5 6-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

7

8

-1

0 1

1

x

y
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)��P أن  )2 )f x x≤  H9�x  ا����ل *�[ ]0, ln 0و ��P أن  4 ln 4
n

u≤ ≤  H9�n  *�ℕ 

)#nن :  )n nf u u≤  H9�n  *�ℕ  

 : L�� 1وn n
u u+ ≤  H9�n  *�ℕ  

 : "�����P ا�������� و( )nu ��UF��
  

  

3(  : ��
��[ ]0 1 0, ln 4u = )و    ∋ )1n nu f u+ =   H9�n  *�ℕ 

⊳ f  ا����ل ��� ��U��( )0, ln 4   

⊳ ( )( ) ( )0, ln 4 0, ln 4f =       

)��P أن ا��������  ⊲ )nu رة�\U� و ��UF��
)#nن ا��������  ����P0د   )nu  �Pر�%�� 

 �
)إذن �-� )nu   د������� H0 "ھ( )f x x=  

                            
( )

( )

3 2 0

1 4

0 ln 4

x x

x x

f x x e e

e أو e

x أو x

= ⇔ − + =
⇔ = =
⇔ = =

  

)��P أن       )nu ��UF��
#nن  
0n

u u≤   H9�n  *�ℕ  

1إذن :       
n

u ≤   H9�n  *�ℕ  

       : L�� وlim 1n
n

u
→+∞

≤  

      : "�����P و lim 0n
n

u
→+∞

=  

     

つづく 

  

  


