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م ������� �� ��
~~ ا���  

���
2008 ����� ا�����ن ا�   

   ن ) 3ا������ ا�ول : (

  ��	�� ����� ��	��� ������� &� ا�%$	ء ا���"�ب إ�� �'( ), , ,O i j k
r r r

)، ا��*(�)�  )0, 1,1A )و  − )1, 1,0B − 

 ,-�)و ا�% )S  	.�د�	�  ا��� �

2 2 2 2 4 2 0x y z x z+ + − − + =   

1,25  1(  ,-�)4)� أن ��12 ا�% )S ,)*ھ� ا��( )1,0,2Ω  ھ� 	6.	��8��� إ��  Aو 8
*7 �� أن  3و أن �

( )S  

�د �?��ث إ=�ا>)	ت ا���:.,  )2  1,25=OA OB∧
uuur uuur

0xو 4)� أن   y z+ + ھ� ��	د�, د�-	ر8), ���"��ى  =
( )OAB  

)4)� أن ا��"��ى  )3  0,5 )OAB  ,-�%�)��	س � )S  ,)*ا�� �&A  

  

  ن ) 3ا������ ا�?	'� : (

1  1(  ,��*�2ا���	د�, :  D=ℂ &� �:��6, ا�6�اد ا� 6 34 0z z− + =  

  2(  ��	�� ����� ��	��� ������� &� ا��"��ى ا���"�ب إ�� �'( )1 2, ,O e e
ur uur

 E*ا�� ،A  وB  وC  ��ا�

6�� ا���ا�� ھ� :  	.F	
 أ�

3 5a i= 3و  + 5b i= 7و  − 3c i= + �-(� .z  ,)*7 ا��
�M  ي و�*�
z  7'�� ا��"��ى ا��
uذات ا���:.,  4T	Lزا=,  �JMرة  M'ا��*(, 

r
  	.*
4ا��� � 2i−  

'4)� أن :   . أ  0,75 4 2z z i= + 8
*7 �� أن ا��*(,  − �<C  ,)*رة ا���J ھ�A  ,=زاL	4T  

0,5  
42)� أن :   . ب

b c
i

a c

− =
−

  

F2BC	�R ا�1او�, وأن  ABCاQ���P أن ا��?�O   . ج  0,75 AC=  

  

) : O�	?ا� �����ن ) 3ا�  

  ( S���وق 6�� VQ �2ات =��اء و >Uث �2ات T$�اء ( 
 ��-� ا���))1 4)� ا�-�ات 4	��J ي��
�  

�وق  )1  �Xث �2ات �� ا�U< �
] �Z6اR)	 و &� آن وا="'  

  أ="] ا=��	ل ا�
�Xل 6�� 8�2)� =��او�� و �2ة T$�اء  . أ  1

  

1  
416)� أن ا=��	ل ا�
�Xل 6�� �2ة T$�اء وا=�ة 6�� ا�DF ھ�   . ب

21
  

  

1  

�وق  )2�Xث �2ات �� ا�U< لU=ون إ����� &� ھ^ا ا�"[ال ا��:�4, ا��	�), : '"
] �Z6اR)	 4	���	4\ و 4' 

  أ="] ا=��	ل ا�
�Xل 6�� >Uث �2ات =��اء      
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  ن ) 11ا������ ا��ا4\ : (

  I.  �-��g  ل	ا��: ��6 ,&���د�, ا���[ا��ا�, ا� [0,+∞  : ��� 	�4( ) 2lng x x x= −  

)أ. أ="]  )1  0,5 )'g x  D-�x  ل	ا��: ��] [0,+∞  

6��  gب. 4)� أن   0,5 ,(XF	�8] ]0,2  ��6 ,��]و 18ا� [2,+∞  

)اQ���P أن  )2  0,5 ) 0g x >  D-�x  ل	ا��: ��] 
=_ أن   ∞+,0] )( )2 0g > (  

  II.  ,د������� ا��ا�, ا�'f  ل	ا��: ��6 ,&��[ا�� [0,+∞  : ��� 	�4( ) ( )2
lnf x x x= − 

 �-(�( )C  ,ا���� D?ا��� ��
� �����  fا����	��� ���� �&( ), ,O i j
r r

.  

)أ="]  )1  0,75 )
0
0

lim
x
x

f x
→
>

  	(Q�  و أول ا���):, ھ�

  

)أ. 4)� أن :  )2  0,5 )2
ln

lim 0
x

x

x→+∞
a�-�� )t و`\  = x=  �2 أن^' ،ln

lim 0
t

t

t→+∞
= (  

  

)ب. اQ���P أن   0,75 )lim
x

f x
→+∞

= )وأن  ∞+ )
lim 1

x

f x

x→+∞

=_ أن :  = )( ) ( )2

ln
1

x
f x x

x

 
= − 

 
 

 (  

)ج. أ="]   0,5 )( )lim
x

f x x
→+∞

−  ��
)>� اQ���P أن ا��� )C  4:�ار D�*�+∞  bھ	ا8: 	(�:�� 	6�&

)ا��"�*)�  )∆  b�د�	�yا�^ي � x=      

0,25   ��
)د. 4)� أن ا��� )C  �(*�"ا�� V
8 �c��( )∆.  

  

0,75  
)أ. 4)� أن  )3 ) ( )

'
g x

f x
x

=  D-�x  ��] 6��  fو 4)� أن  ∞+,0] 	�)F ,��[18ا� [0,+∞  

�ول d8)�ات ا��ا�,   0,25c \` .بf   

yج. 4)� أن   0,5 x=  ��
)ھ� ��	د�, د�-	ر8), ���	س ا��� )C  	.��X&أ ��1&� ا��*(, ا� .  

  

0,5  
)4)� أن ا���	د�,  )4 ) 0f x [&� ا��:	ل  U= D�*8α و=)�ا  = 1و أن  ∞+,0] 1

2e
α< ( '*�D أن  >

( )2 1
ln 2

2
< (  

  

1  

)أ'gZ ا��"�*)�  )5 )∆  ��
)و ا��� )C  ���)&� ا�� ), ,O i j
r r

)( '*�D أن    ), 1I e e '*(, ا'�(	ف  −

 ��
����( )C  ^Ti' 2,7وe ≈ (  

0,5
 

 

  

:أ. 4)� أن :  )6 lnH x x x x−a  ,ا���� ,(�Jدا�, أln : lnx xa  ل	ا��: ��6] >� 4)� أن :  ∞+,0]

1
ln 1

e

xdx =∫  

��	ل �-	��, 4	�1cاء ، 4)� أن :   0,75�Q	4 .ب( )2

1
ln 2

e

x dx e= −∫  

0,5   ��
)ج. أ="] �"	=, =)1 ا��"��ى ا��
�Xر 4)� ا��� )C  �(*�"و ا��( و ا��"�*)�)�  ∆(

�	د��	ھ�	 � ��^�1xا� xو  = e=      

  III.  ,د������� ا����	�), ا�'( )nu  : ��� 	�4 ,&��0ا�� 2u )و  = )1n nu f u+ =  D-�n  ��ℕ  

41)� أن  )1  0,75 2nu≤ ≤  D-�n  ��ℕ   ):, ا�"[ال�ل '	���Qا a�-�� )(3 II− . (أ  

)4)� أن ا����	�),  )2  0,5 )nu . ,(XF	�8  
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)اQ���P أن  )3  0,75 )n
u .	.��	.' د�  ��*	ر4, >� =

  

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  


)k ا������ ا�ولX8  

  

1(   

�  

( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 22

22 2 2

, , 2 4 2 0

2 4 2

2 1 4 4 2 1 4

1 2 3

1 0 2 3

M x y z S x y z x z

x x y z z

x x y z z

x y z

x y z

∈ ⇔ + + − − + =
⇔ − + + − = −
⇔ − + + + − + = − + +

⇔ − + + − =

⇔ − + − + − =

  

)إذن    )S  ھ����� ���� ا���)ھ� ا� )1,0,2Ω  ���� ! 3وR =  

�&%$ أن  �'�( )0, 1,1A −  ������ �(�'�( )S 

 : �'�*�( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 1 1 2 0 4 1 2 0 1 1 0 4 2 0+ − + − − + = + + − − + �)� إ�+  Aإذن   ='�( )S  

2(   

�  : �'�*�( )0, 1,1OA −
uuur

)و   )1, 1,0OB −
uuur

 

إذن : 
1 1 0 1 0 1

1 0 1 0 1 1
OA OB i j k i j k

− −
∧ = − + = + +

− −

uuur uuur r r r r r r
  

�  : �'�*�( )1,1,1OA OB∧
uuur uuur


ى  �.(�� ��(/'� �����( )OAB 


ى دإذن � ��)�� د���ر��� ��). )OAB  : 2�! +�� 3���1. 1. 1. 0x y z d+ + + =  

)و �*�'�  ) ( )0,0,0O OAB∈  

)إذن :  ) ( ) ( )1. 0 1. 0 1. 0 0d+ + + 0dو �'4   = =  

 : ����0xو ��5 y z+ + 
ى  =�)ھ� � �د�� د���ر��� ��). )OAB  

  

3(  

�  : �'�*�( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 0 2 3
, 3

31 1 1
d OAB

+ +
Ω = = =

+ +
 

)5)� أن             )( ),d OAB RΩ 
ى  =�)78ن ا�). )OAB  ����)�)�س �� )S  

�  �'�*�( )A S∈  و( )A OAB∈  و 5)� أن( )OAB  ����)�)�س �� )S  �:%'س ھ� ا��(� . 78Aن 
%:� ا�
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)k ا������ ا�?	'�X8  

  


�� ا>�*اد ا� %*��  )1(�� 2 �8&'�ℂ  : 2ا�) �د�� 6 34 0z z− + = 

 �'�*�( ) ( )( )2
6 4 1 34 36 136 100∆ = − − = − = −  

∆50)� أن    78ن ا�) �د�� �2�% <��= �%*��= ���ا�%8=  >

( )
( )

( )
( )

6 100 6 100

2 1 2 1

3 5 3 5

i i
z أو z

z i أو z i

− − − − − +
= =

= − = +

  

 : ����}و ��5 }3 5 ,3 5S i i= − +  

  

 أ.  )2

�  

( )

4 2

u

u

T M M MM u

z z z

z z z

z z i

′ ′= ⇔ =
′⇔ − =
′⇔ = +

′⇔ = + −

r

r

uuuuuur r

  

�  : �'�*� 

4 2 3 5 4 2 7 3a i i i i c+ − = + + − = + =  

 B�5Tزا<�  Aھ� @
رة ا�'%:�  Cإذن ا�'%:� 

  

   ب. 

( ) ( )
( ) ( )

( )

3 5 7 3

3 5 7 3

4 8

4 2

2 4 2

4 2

2

i ib c

a c i i

i

i

i i

i

i

− − +− =
− + − +

− −=
− +

− +
=

− +
=

  

  

22ج. �*�'� :  2.
ib c

i e
a c

π− = =
−

  

�  : �'�*�[ ]arg 2
2

b c

a c

π π−  ≡ − 
)إذن :    ) [ ], 2

2
CA CB

π π≡
uuur uuur

 

 E��(و �'4 ا�ABC  �8 ا��او�� FG�HC  

2و �*�'� :  �
b c

a c

− =
−

2إذن    
BC

AC
2BCو�'4     = AC= . 
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O�	?ا� �����ا� k(
X8  

  

  ا�Q'*وق "ا����N " �5&3 �8 آن وا<* KLث ��ات �= 

 =���Ω  �5���
��ت ھSه ا���
ن  إ��  

 : �'�*�3

9 84card CΩ = =  

  


ل ��+ ����= <)�او�= و ��ة �UVاء "    Aأ. ���= ا�&*ث  )1Q&ا� ",R R  Vو

    2 1

6 3 15 3 45cardA C C= × = × =  

     ( ) 45 15

84 28

cardA
p A

card
= = =

Ω
  

  


ل ��+ ��ة �UVاء وا<*ة ��+ ا>B" 2Hب. ���= ا�&*ث Q&ا� "  

     �'�*�B " ث ��ات <)�اءKL +�� ل
Q&اء " 5) '+ " ا��UV + أ�� ��ة�ل �
Q&م ا�*� "  

                  : �'�*�3

6 20card B C= )إذن    = ) 20 5

84 21

card B
p B

card
= = =

Ω
  

)و �'4       ) ( ) 5 16
1 1

21 21
p B p B= − = − =.  

  

��X5 و 5*ون إ<Kل  KLث ��ات �= ا�Q'*وق " )2���5 3&N " �5��� ا�

       =���1Ω  �5���
��ت ھSه ا���
ن  إ��  

           : �'�*�3

1 9 504card AΩ = =  

  

�= ا�&*ث            ��C " ث ��ات <)�اءKL +�� ل
Q&ا� "  

            �'�*�3

6 120cardC A= =  

)إذن              ) 120 5

504 21

cardC
p C

card
= = =

Ω
  

  

  


)k ا������ ا��ا4\X8  

  

I.  =���g  + ا�)��ل�ا�*ا�� ا� *د�� ا�) ��8 �] [0,+∞  : ��� �(5( ) 2lng x x x= − 

�=  -أ )1��] [0,x ∈ +∞ 

�%�ق ��+  gا�*ا��     !K� ��5�H] �%�ق ��+  ∞+,0]!K� =���5�H =��
ع دا�(�(� )] [0,+∞ (  

         : �'�*�( ) ( ) 1
2ln 1 2.g x x x

x

′′ = − = −  
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[إذن :       [( ) ( ) 2
0,

x
x g x

x

−′∀ ∈ +∞ =  

  

�=  -ب��] [0,x ∈ +∞  

      : �'�*�( ) 2x
g x

x

−′ =  

      : �'�*�0x )إذن إ!�رة  < )g x′  2ھ� إ!�رةx −  

  
[��+ ا�)��ل  � ]0,2  �'�*� :2 0x − )إذن   ≥ ) 0g x′  �'�g ��QHو �'4   ≥

]��+ ا�)��ل  � [2,+∞   �'�*� :2 0x − )إذن    ≤ ) 0g x′  ��ا�*��  gو �'4   ≤

 

[�'���QH ��+ ا�)��ل  �g*�'� :  -ج ]و ��ا�*�� ��+ ا�)��ل 0,2[ [2,+∞   

)إذن      )2g  ا��*�� ��

[��+  gھ� ا�%�)� ا�* [0,+∞  

[إذن :      [( ) ( ) ( )0, 2x g x g∀ ∈ +∞ ≥  

)و �*�'� :      ) ( )2 2 2ln 2 2 1 ln 2 0g = − = − >  

[و �'4 :      [( ) ( )0, 0x g x∀ ∈ +∞ >  

II.    

1(   

�  : �'�*�( ) ( )2

0 0
0 0

lim lim ln
x x
x x

f x x x
→ →
> >

= − = −∞ 

>ن :           
( )

0
0

2

0 0
0 0

lim 0

limln lim ln

x
x

x x
x x

x

x x

→
>

→ →
> >

=



= −∞⇒ = +∞


  

)5)� أن  � )
0
0

lim
x
x

f x
→
>

= )78ن  ∞− )C  4��0x%�2 �%�ر�5 �)
د�� � �د� = 

 

 �*�'� : -أ )2

( ) ( ) 2
2 2 2lnln ln

lim lim lim
x x x

xx x

x x x→+∞ →+∞ →+∞

 
   = =    

 

  

 XU
t x=    : �'�*�x → tإذن     ∞+ → +∞  
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)إذن :  ) ( ) 22
ln ln

lim lim 2. 0
x t

x t

x t→+∞ →+∞

 
= = 

 
  

ln>ن : 
lim 0
t

t

t→+∞
=.  

  

   -ب

)اد�'� :  � ) ( )2
ln

lim lim 1
x x

x
f x x

x→+∞ →+∞

 
= − = +∞ 

 
 

 

>ن : 
( )2
ln

lim 0

lim

x

x

x

x

x

→+∞

→+∞


=


 = +∞


  

�  : �'�*�( ) ( )2
ln

lim lim 1 1
x x

f x x

x x→+∞ →+∞

 
= − = 

 
 

 

)>ن :  )2
ln

lim 0
x

x

x→+∞
=  

  

   -ج

�  : �'�*�( )( ) ( )2
lim lim ln

x x
f x x x

→+∞ →+∞
− = − = −∞ 

�  : �'�*�

( )
( )

( )( )

lim

lim 1

lim

x

x

x

f x

f x

x

f x x

→+∞

→+∞

→+∞

= +∞



=


− = −∞


)إذن    )C  F�%�)�%�2 �8ھ� !��)�� �8 ا���ه ا�). )∆  b�د�	�ا�^ي �

y x=  ار
�5+∞ 

 

 -أ )3

�%�ق ��+ ا�)��ل  fا�*ا��  •!K� ��5�H] [0,+∞ 

              =���] [0,x ∈ +∞:  

              : �'�*�( ) ( )( ) ( )2 2ln 2ln
ln 1 2.ln .ln 1

x x x
f x x x x x

x x

′ −′ ′= − = − = − =  

)إذن :              ) ( )
'

g x
f x

x
=  2��x  =�] [0,+∞.  

•  : �'�*�0x )�*�'� :    I)2)و <.3 ا���ء   < ) 0g x )إذن :   < )' 0f x ��ا�*�� f  � :Hو �'4 ا�*ا��  <

[��+ ا�)��ل  [0,+∞ 
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  :f\*ول �]��ات ا�*ا��  -ب

  
 

)� �د�� د���ر��� �))�س ا�)'&'+  -ج )C  ���
Q8أ ��) : �81 ا�'%:� ا� )( ) ( )1 1 1y f x f′= − +  

     : �'�*�( )1 1f ′ )و  = )1 1f =  

      : ]�Q� إذن ا�) �د��( )1. 1 1y x= − +  

yو �'4 :       x=  +'&'(ر��� �))�س ا���)ھ� � �د�� د� )C  ���
Q8أ ��  �81 ا�'%:� ا�

  

4(  

)�'��= أن ا�) �د��  • ) 0f x [�8 ا�)��ل  K> 2�%�α و<�*ا  = [0,+∞ : 

 : �'�*�  

• f  ��Q�[��+ ا�)��ل � [0,+∞ 

• f � :H ��*ا�)��ل  ��ا� +��] [0,+∞ 

[و �*�'� : • [( ) ] [0, ,f +∞ = −∞ +∞ = ℝ    إذن] [( )0 0,f∈ +∞ 

)و ��5���� ا�) �د��  ) 0f x [�8 ا�)��ل  K> 2�%�α و<�*ا  = [0,+∞  

�&%$ أن  •'�1 1

2e
α< <: 

•  �'�*�f  ��Q�1��+ ا�)��ل � 1
,
2e

 
  

 

• 

( )2

1 1
0

1 1
0

21 1
ln 2 0

2 2

e
f

e e
f f

e
f

 −  = < 
      

⇒ × <    
     = − >   

 

 : ��:�N
1إذن <.3 ���ھ'� ا�%�F ا� 1

2e
α< <  
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)إ
`�ء  )5 )C  و( )∆ :  

      

  
 

  -أ   )6

�  

:ا�*ا��  • lnH x x x x−a  +�� ق�%�!K� ��5�H] [0,+∞ 

•  =���] [0,x ∈ +∞: 

: �'�*�( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln 1 ln 1 1 lnH x x x x x x x x x x′ ′′ ′= − = + − = + − =  

[إذن :  [( ) ( ) ( )0,x H x h x′∀ ∈ +∞ =  

[��+  hدا�� أ@��� ��*ا��  Hو ��5���� ا�*ا��        [0,+∞  

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1

ln ln 0 1 1
e e e e

xdx h x dx H x x x x e e= = = − = − − − =      ∫ ∫ 

  

)�'&.3 :   -ب )2

1
ln

e

x dx∫  : �5>\�اء ������ )�ل �N�5  
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( )

( ) ( )

( )
( )2

1
2ln

ln

U x xU x
x

V xV x x
x

=′ =  ↓  ′ ==  

ւ  

                ( ) ( ) ( )2 2

1 1 11

2 ln
ln ln 0 2 ln 2

ee e ex x
x dx x x dx e xdx e

x
 = − = − − = −
 ∫ ∫ ∫  

  


ر �5= ا�)'&'+   -ج    Q&(ى ا�
�)�.�<� <�� ا�). )C  F�%�)و ا�). 1xو ا�).�%�)�= ا���S= � �د���ھ)�  ∆( و  =

x e=    :  

                                  

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1

2

1
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ln .

2 .

e

e

e

A f x x dx U A

x f x dx U A

x dx U A

e U A

= −

= −

=

= −

∫

∫

∫
      

  

III.  ا� *د�� ��������� ا�) 
( )nu  : ��� �(5 �8� (0ا� 2u )و  = )1n nu f u+ =  2��n  =�ℕ 

�1'��= أن  )1 2nu≤ ≤  2��n  =�ℕ   

�0n= أ\2  � = : 

 �'�*�0 2u =  

01إذن :  2u≤ ≤  

�  =���n ∈ℕ 

��ض أن :  •�
1 2nu≤ ≤ 

11و 
��= أن :  • 2nu +≤ ≤ 

8��اض : c�1*�'�  <.3 ا 2
n

u≤ ���� ا�.dال  ≥
3)و <.3  II−  (أ�'�*� f  ��*ا���  

)إذن  ) ( ) ( )1 2
n

f f u f≤ ≤  

)إذن :  )2

11 2 ln 2 2nu +≤ ≤ − ≤  

11و �'4  2nu +≤ ≤  

�e أن :  �'�.
1 2
n

u≤ ≤  2��n  =�ℕ 

  

2(  =���n ∈ℕ : 

 : �'�*�( )2

1 lnn n nu u u+ − = −  

1إذن  0n nu u+ − ≤  2��n  =�ℕ  

 ������)و �'4 ا�) )nu ��QH�'�  
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3(  : �'�*�[ ]0
2 1,2u I= ∈ )و  = )1n n

u f u+ =  2��n  =�ℕ 

�  �'�*�f  ��Q�]��+ ا�)��ل � ]1,2 

�  : �'�*�[ ]( ) ( ) ( ) ( )2
1,2 1 , 2 1,2 ln 2f f f  = = −    

]إذن :    ]( ) [ ]1,2 1,2f ⊂ 

)5)� أن  � )nu  رة 78ن
[Q� و ��QH�'�( )nu �5ر�%�� 

 ������)إذن 
���� ا�) )n
u  ) �د���ھ� <2 �( )f x x=  

                     
( ) ( )2

ln

ln 0

1

f x x x x x

x

x

= ⇔ − =
⇔ =
⇔ =

  

 : ����limو ��5 1n
n

u
→+∞

= 
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