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  البنيات الجبرية

 ���ون ا��ر��ب ا�دا���: )1

  
  ���ون �ر��ب دا���

  

  ���و��  ��E�ن 
�Eن  f�ل �ط��ق  E×  و��E  ��� ���ون �ر��ب دا��� ���E   

( ) ( )
:

, ,

f E E E

x y f x y

× →
֏

  

)!���� �� �ر�ز ل  ),f x y  : بx y∗  أوx yΤ  أوx y⊥  

)و ���ب  ∗�زودة �$��ون ا��ر��ب ا�دا���  Eو�$ول إن ا����و��  ),E ∗  

  
  �زء ���$ر

  

  �Eزءا �ن Sو ���ن  ∗�زودة �$��ون �ر��ب دا���  E ���ن

)�زء ���$ر �ن  �S$ول إن  ),E )إذا ��ن :  ∗ )( )2
,x y S x y S∀ ∈ ∗ ∈  

  
  ��(��ت �وا��ن ا��ر��ب ا�دا���� 

  

  ���Eون �ر��ب دا��� ��  ∗���ن 

� ∗  �� �*����E  ⇔ ( )( ) ( ) ( )3
, ,x y z E x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ 

� ∗  ��)⇔    ���Eد��  )( )2
,x y E x y y x∀ ∈ ∗ = ∗  

  
  ا�*�(ر ا�����د

  

eو  ���Eون �ر��ب دا��� ��  ∗���ن  E∈  

� e  ��x ⇔ ∗������� ��$��ون  ��E(ر ����د  e x∗ eو  = x x∗ = ( )x E∀ ∈ 

  ��(را ����دا �,�+ و��د ∗إذا ��ن ��$��ون  �
  

  ا�*�(ر ا����-ل
  

xو ���ن  e�$�ل ��(را ����دا  ∗���ث  ���Eون �ر��ب دا��� ��  ∗���ن  E∈  
� x  ون��$�� ������� ����ث :  �Eن  x'إذا و�$ط إذا و�د ��(ر  ∗�$�ل ���-/ �' 'x x x x e∗ = ∗ = 

�,ن  ∗���01�� إذا ��ن ا�$��ون  � �*����'x د�� و

�,ن  ���y-ل  y'و  ��x-ل  x'����*� و ��ن  ∗���01�� إذا ��ن ا�$��ون  �( ) ' ' 'x y y x∗ = ∗  
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   ا�*�(ر ا����ظم

  

  ���ظم إذا و�$ط إذا ��ن :  �Eن a. �$ول إن ��(را  ���Eون �ر��ب دا��� ��  ∗���ن 

( )( )2
,

a x a y x y
x y E

x a y a x y

∗ = ∗ ⇒ =
∀ ∈  ∗ = ∗ ⇒ =

  

  
  

 ا���5�ل: )2

 

 ���Fون �ر��ب دا��� ��  Τو  �Eر��ب دا��� ��   ���ون ∗���ن  �

)���� ��5�ل �ن  ),E �و  ∗�( ),F Τ  ق�ل �ط��:f E F→  : ق$��

( )( ) ( ) ( ) ( )2
,x y E f x y f x f y∀ ∈ ∗ = Τ  

)��5�ل �ن  fإذ ��ن  � ),E �و  ∗�( ),F Τ  ن,�( )f E   $ر �ن��زء ��( ),F Τ 

)��5�ل �ن  fإذ ��ن  � ),E �و  ∗�( ),F Τ  و∗  �� �*����E   ن,�Τ �*����  ��( )f E 

)��5�ل �ن  fإذ ��ن  � ),E �و  ∗�( ),F Τ  و∗  ���,ن   ���Eد�� Τ  ��)���د��  )f E 

)��(ر ����د ��  eإذا ��ن  � ),E �,ن  ∗( )f e  ��)��(ر ����د  )( ),f E Τ 

��  ���x-ل  x'إذا ��ن  �( ),E �,ن  ∗( )( ) ( )' 'f x f x=  ھو ���-ل( )f x  ��( )( ),f E Τ  

 

 ا�ز�رة : )3

   ∗���و�� �زودة �$��ون �ر��ب دا���  ��G�ن 

)�$ول إن  ),G   ز�رة إذا و�$ط إذا ��ن : ∗

• ∗ �� �*���� G 

 �$�ل ��(را ����دا  ∗ •

 �$�ل ���-/  G�ل ��(ر �ن  •

)���د�� �,��� �$ول أن  ∗���01�� إذا ��ن ا�$��ون  ),G   ز�رة ���د���  ∗

  

)���ن  � ),G  ز�رة  ∗

 ���ظم �Gن  a�ل ��(ر  �

a: �ل �ن ا��*�د���ن  �Gن  bو  �a��ن  � x b∗ xو  = a b∗ =  ��  �G$�ل �/ و��دا 

  
  ز�رة �ز7��

  
)���ن  ),G )�زء ���$ر �ن  Hز�رة و  ∗ ),G ∗   

 ( ),H )ز�رة �ز7�� ل  ∗ ),G )إذا و�$ط إذا ��ن  ∗ ),H   ز�رة ∗
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)���ن  ),G )ز�رة �ز7�� ل  Hو ���ن  ��e(رھ� ا�����د  ز�رة ∗ ),G   ، �د��� :  ∗

o H ≠ ∅ 

o e  �� Hھو ا�*�(ر ا�����د 

o  إذا ��نx H∈  و'x  ل-���x  ��G  ن,�'x H∈ 

o ( )( )2
, 'x y H x y H∀ ∈ ∗ ��  ���y-ل  y'��ث   ∋G  

  
)���ن  ),G )ز�رة �ز7�� ل  H. ��ون  �Gزء �ن  Hو  ز�رة ∗ ),G   إذا و�$ط إذا ��ن : ∗

o H ≠ ∅ 

o ( )( )2
, 'x y H x y H∀ ∈ ∗ ��  ���y-ل  y'��ث   ∋G  

  
   

  
  ��5�ل ا�ز�ر

  
)���ن  ),G )و  Τ �زودة �$��ون �ر��ب دا���  Eز�رة و ���ن  ∗ ) ( ): , ,f G E∗ → Τ: ��� �� ����5�ل �د�  

� ( )( ),f G Τ ز�رة 

)إذا ���ت  � ),G )ز�رة ���د��� �,ن  ∗ )( ),f G Τ ��ز�رة ���د� 

�,ن ��5�ل �5و��  fإذا ��ن  � ،( )f G E=  ��� و( ),E Τ .ز�رة  
  
  

4( : �$�� ا�

  
  �وز�*�� ���ون ������� �9ر

  
   Τو  ∗���و�� �زودة �$��و�� �ر��ب دا����ن  ��E�ن 

  إذا و�$ط إذا ��ن : ∗�وز�*� ������� ل  �Τ$ول أن 

• ( )( ) ( ) ( ) ( )3
, ,x y z E x y z x y x z∀ ∈ Τ ∗ = Τ ∗ Τ 

• ( )( ) ( ) ( ) ( )3
, ,x y z E x y z x z y z∀ ∈ ∗ Τ = Τ ∗ Τ  

  
�$��  ا�

  
  Τو  ∗���و�� �زودة �$��و�� �ر��ب دا����ن  ��A�ن 

)�$ول أن  ), ,A ∗ Τ   : ط إذا ��ن$���$� إذا و  

• ( ),A  ز�رة ���د���  ∗

• Τ �*���� 

• Τ  ل ���*� �����وز�∗ 

  
�01�� إذا ��ن ا�$��ون  ���Τ  �$�� ���د���  ���Aد��  �$ول إن ا�

�01�� إذا ��ن ��$��ون  ���Τ  �$��  وا�د��. ��A(ر ����د  ، �$ول إن ا�
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) ���ن � ), ,A ∗ Τ  رھ�:) �$��e   : ���د�  ، ( )a A a e e a e∀ ∈ Τ = Τ = 

) ���ن � ), ,A ∗ Τ  رھ�:) �$��e   و �ر�ز ب'a  ل����a  ��( ),A  ،  �د��� :∗

( )( ) ( )2
, ' ' 'a b A a b a b a b∀ ∈ Τ = Τ = Τ  

  
  ا�*��(ر ا�$���� ����-��

  
) ���ن ), ,A ∗ Τ  �;د����$� وا�د�� و �$��ε  

��  ���Τ/ ����-�� أو �$�ل �$�و�� إذا ��ن �+ ���-/ ������� ��$��ون  �Aن �a$ول إن ��(را A    
  

) ���ن ), ,A ∗ Τ  �;د����$� وا�د�� و �$��ε  و ���نU   : ���و�� ا�*��(ر �$���� ����-�� ، �د���( ),U Τ ز�رة  
  
  

�$�� ��  �وا�م ا�(:ر 
  

) ���ن ), ,A ∗ Τ  رھ�:) �$��0A
  

��0Aa�م ��(:ر إذا و�$ط إذا ��ن :  �Aن  �a$ول إن ��(را  0Abو �و�د  ≠ �0��ث :  ≠Aa bΤ =  

  
) ���ن ), ,A ∗ Τ �$��  

)ا���$�  �$ول إن ), ,A ∗ Τ م ��(:ر�وا� �  ����� إذا ���ت = ���وي ��
  
  

 ا���م : )5

  
  Τو  ∗���و�� �زودة �$��و�� �ر��ب دا����ن  ��K�ن 

)�$ول إن  ), ,K ∗ Τ : ط إذا ��ن$�  ��م إذا و

• ( ), ,K ∗ Τ ��د���$� وا 

  Τ�ل ��(ر ����ف (:ر ا���$� �$�ل ���-/ ������� ل  •

  

)���ن  ), ,K + ×  ����  

}�د��� �ل ��(ر �ن  }0
A

K   ���ظم ������� ��0رب . �*�� :  −

{ }( ) ( )( )2
. .

0 , :
. .

A

a x a y x y
a K x y K

x a y a x y

= ⇒ =
∀ ∈ − ∀ ∈  = ⇒ =

  

  
)���ن  ), ,K +   . �د��� : ���� ×

     0Ky 0Kxأو   = = ( )( )2
, : . 0Kx y K x y∀ ∈ = ⇒   

� ����� �$��  �ل ��م ھو 
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)���ن  ), ,K + �a��� . �*��ر ا��*�د��  × x b× =  

0Kaإذا ��ن  � 1�,ن ا��*�د�� �$�ل �/ و��دا  ≠
x a b

−= 

0إذا ��ن  �
K

a 0و  =
K

b ≠ /��,ن ا��*�د�� ��س �;�  

0Kaإذا ��ن  � 0Kbو  = �,ن  =S K=    
  

6( : ��$�$� ا�:�0ءات ا����;�� ا�

  ���ون �ر��ب ��ر��
  

  ���و���ن !�ر ��ر!��ن  Eو  ��A�ن 

f  �) ⇔ Aذو ا��*��/ت ��  ���Eون �ر��ب ��ر�� �*رف �� ) ( ): , ,

A E E

f x f xα α
× →

֏
  

)��دة �� �ر�ز ل  ),f xα  ب.xα  أوxα  
  
  

  ا�:�0ء ا����;�
  

��   •و �$��ون �ر��ب ��ر��   ∗���و�� �زودة �$��ون �ر��ب دا���  E ���ن +�/��*�ℝ  

)�$ول أن  ), ,E ��0ء ���;� �$�$� إذا و�$ط إذا ��ن : ∗•  

1. ( ),E  ز�رة ���د��� ∗

2. ( ) ( )2
, , . . .x E x x xα β α β α β∀ ∈ ∀ ∈ + = +ℝ 

3. ( ) ( ) ( )2
, , . . .x E x xα β αβ α β∀ ∈ ∀ ∈ =ℝ 

4. ( ) ( )2
, , . . .x y E x y x yα α α α∀ ∈ ∀ ∈ ∗ = ∗ℝ 

5. 1.x E x x∀ ∈ =  

  
���xر�ز  �Eن  xو ��ل ��(ر  +ب  ∗��ر�ز ل : �ر��ز 

�
   و ����+ ���;� 

  

( ), ,E ��0ء ���;� �$�$� إذا و�$ط إذا ��ن : +•  

1. ( ),E   ز�رة ���د��� +

2. ( ) ( )2
, , . . .x E x x xα β α β α β∀ ∈ ∀ ∈ + = +

� � � �
ℝ 

3. ( ) ( ) ( )2
, , . . .x E x xα β αβ α β∀ ∈ ∀ ∈ =

� � �
ℝ 

4. ( ) ( )2
, , . . .x y E x y x yα α α α∀ ∈ ∀ ∈ + = +
� � � � � �

ℝ 

5. 1.x E x x∀ ∈ =
� � �

  

  
��0ء ���;� ��  �وا�د ا����ب 
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)���ن  ), ,E •+ �$�$���0ء ���;�    

1. a x b x b a+ = ⇔ = −
� �� �� �

 

2.      0x =
��

0αأو         =    ⇔  ( )( ) . 0x E xα α∀ ∈ ∀ ∈ =
�� �

ℝ 

3. ( )( ) ( ) ( ) ( ). . .x E x x xα α α α∀ ∈ ∀ ∈ − = − = −
� � � �

ℝ 

4. ( ) ( )( ) ( )2
, . .x y E x y x yα α α α∀ ∈ ∀ ∈ − = −
� � � � � �

ℝ 

5. ( )( )( ) ( )2 2
, . .x E x x xα β α β α β∀ ∈ ∀ ∈ − = −

� � � �
ℝ  

  

  ا�:�0ء ا����;� ا��ز�7
  

)���ن  ), ,E ��0ء ���;� �$�$�  و  +•F  رغ �ن��  �Eزء !�ر 

��0ء ���;� �ز�7 �ن ا�:�0ء  �F$ول أن E : ط إذا ��ن$�  إذا و

1. ( )( )2
,x y F x y F∀ ∈ + ∈
� � � �

               F $��ون ا�دا����� ���ر ����$���+ 

2. ( )( ) .x F x Fλ λ∀ ∈ ∀ ∈ ∈
� �

ℝ               F $��ون ا�دا����� ���ر ����$���•       
  
  

  ا���(�� ا����زة �:�0ء ���;� �ز�7
  

F  �0ء ���;� �ز�7 �ن ا�:�0ء�E  : ط إذا ��ن$�   إذا و

( )( ) ( )( )2 2
, , . .x y F x y Fα β α β∀ ∈ ∀ ∈ + ∈
� � � �

ℝ  

  
   ا���A�:�ت ا��ط��

  
 ���ن

1
x
�

و  
2

x
�

nxو ........... و   
�

و  ���E;�ت �ن ا�:�0ء ا����;�  
1

α  و
2

α  و ........... وnα ��$�$�  أ�داد 

ا����;� 
1

.
i n

i i

i

x xα
=

=

=∑
� �

�����;�ت ���� ��A�:� �ط��  
1

x
�

و  
2

x
�

و ......... و  
n

x
�

ذات ا��*��/ت  
1

α و
2

α  و ...... و
n

α  

  
   أ�رة �و�دة

  

)اB�رة  )1 2
, ,.....,

n
B x x x=

� � �
) ⇔ ��E:�0ء �و�دة   )1 2

1

, , ,...., / .
i n

n

n i i

i

x E x xα α α α
=

=

∀ ∈ ∃ ∈ =∑
� � �

ℝ  

  
  أ�رة �رة

  

)اB�رة )1 2
, ,....., nB x x x=
� � �

�رة   ⇔ 

( )1 2 1 2

1

, ,.., / . 0 ...... 0
i n

n

n i i n

i

xα α α α α α α
=

=

∀ ∈ = ⇒ = = = =∑
��

ℝ  
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�$�$�  أ��س ��0ء ���;� 
  

)اB�رة  )1 2
, ,.....,

n
B x x x=

� � �
) ⇔ ��E:�0ء  أ��س  )1 2

1

, ! , ,...., / .
i n

n

n i i

i

x E x xα α α α
=

=

∀ ∈ ∃ ∈ =∑
� � �

ℝ  

  

)اB�رة   )1 2
, ,.....,

n
B x x x=

� � �
 Eأ�رة �رة و �و�دة ��:�0ء ا����;�  ��E ⇔ B:�0ء أ��س  

� �*د ا�:�0ء ا����;�  �Bدد ���;�ت اB��س  ���E  و �ر�ز �+ بdimE   )dimE cardB= (  

  
  
  
  
  

 


