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 الثانية علوم اقتصادية

  د. اس�تدرا�ية – 2015تصحيح 
م�
ان الوطني لـ 

  ن ) : 3ا��
ر�ن ا�ول (

  

)����ر ا�
������ ا��دد��  )n
u  : ��� �
ا�
�ر�� �

0
4u و    =

1
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5
n n

u u+ = 
ن  n��ل   +ℕ  

��5nuن ����ر�� أن  )1  0,5 
ن  n��ل  >ℕ  

  

0,75  
�ق 
ن أن   )2��( )1

3
5

5
n n nu u u+ − = 
ن  n��ل   −ℕ  ������
)"م ا ���� أن ا� )nu . زا�د���  

0,25  3(  ������
)ا ���� أن ا� )nu . ر�����
  

)���ن  )4   )n
v  ث��5nا�
������ ا��دد�� � nv u= 
ن  n��ل  −ℕ  

  

0,75  
)��ن أن   - أ )nv  �& � ھ�د �� أ ������


2

5
"م أ��ب  

nv  ��)د�n  

  

ا ���� أن   - ب  0,75
2

5
5

n

nu
 = −  
 


ن  n��ل  ℕ  ������
)و أ� ب �&��� ا� )nu  

 

  ن ) : 3ا��
ر�ن ا�"��� (

  


�ظم 
��-ر ����ر، �� ا�+*

د ���
)�ء ا�
� وب إ�/ 
��م  ), , ,O i j k
� � �

)، ا�
 �وى  )P  3��د��
ا�ذي 

2 2 0x z− − )و ا�+���  = )S  �&��د��
2ا���  2 2
2 2 7 0x y z x z+ + + − − =  

)�ز ا�+��� ��ن أن 
ر )1  1 )S  ط��)ھو ا�� )1,0,1Ω   3و أن -��7&� ھو  −

)7ن ا�
 �وى  Ωأ� ب 
 ��� ا���ط�  -أ )2  0,5 )P  

)ا ���� أن ا�
 �وى   - ب  0,5 )P  ���+�ط� ا��( )S  و�ق دا9رة( )Γ  

)��ن أن -��ع ا�دا9رة  )3  1 )Γ  ط� 2ھو�
ر�ز ا�دا9رة  Hو �دد 
"�وث إ�دا"��ت ا��( )Γ  

  

  ن ) : 3( �ثا��
ر�ن ا�"�


و�7 ا�7داد ا���د��   -أ )1  0,75�
�ل �� ℂ  : ��د��
2ا�
8 32 0z z− + =  

�4��ث  ��a��ر ا��دد ا���دي   - ب  0,75 4a i= + 

��  ��ب . �712a/ ا�-�ل ا�
"�"� "م ا ���� أن  aأ��ب ا��دد ا���دي ���  7دد 

  
2( 

�ظم 
��-ر ����ر �� ا�
 �وى ا���دي ا�
� وب إ�/ 
��م 

د ���( ), ,O u v

� �
ا��� أ���>&�  Cو  Bو  Aا���ط  

�4��ث  cو bو  �7a/ ا��وا�� ھ�  4a i= 2و  + 3b i= 3و  + 4c i= +  
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�ق ��ط� z���ن�M وى و� 

ن ا�'z  ط���ق ا���'M ورة=M  دوران���R  ر�زه
و زاو��C  3ا�ذي 
2

π
  

'��ن أن   - أ  0,5 7z iz i= + +  

�ق 
ن أن   - ب  0,5��d  ط���ق ا���D  ط��3ھو  ��R�دوران  A=ورة ا�� 5i+  


و�7 ا���ط   -ج       0,5�
�3��ث  zذات ا���ق  ��Mن أن  5 4 4z i z i− − = − ��م  −� 
)ھ� ا� )BC  

  

  ن ) : 3ا��
ر�ن ا�را�� (


راء  وا�دة  ( ( �
�ن ا��
��ز ��ن  �5��وي =�دوق �7/   ���د>�ت : ��د>��ن  ��*�وان و ��د>��ن  @*راوان  و ��د>� 

س ).ا���د>�ت ����  

�Bل "Bث ��د>�ت 
ن ا�=�دوق .C� و �����ب 7-وا��9 ���� �  

�و�� 
ن �+س ا��ون "  A���ن  )1  1 
 ا��دث : " ا���د>�ت ا�"Bث ا�

)��ن أن  ) 17

125
p A =  

�و�� . X���ن  )2  2 
 ا�
��Eر ا��-وا�9 ا�ذي � �وي 7دد ا���د>�ت ا���*�ء ا�


�ل ا�
��Eر ا��-وا�9 ���دد >��ون اX  

  

  ن ) : 8ا��
ر�ن ا�@�
س (

  I.  ن���g  /�7 ر���
[ا�دا�� ا��دد�� ا� [0,+∞  : ��� �
�( ) 1 lng x x x x= − +  

)��ن أن  -أ )1  0,5 )' lng x x=  ل��x  ن
] [0,+∞   

[��  /�7�����g =<ن أن ا�دا��   - ب  0,5 ]و �زا�د�� �7/  0,1[ [1,+∞  

)أ� ب  )2  0,75 )1g  أن ����و ا ( ) 0g x 
ن  x��ل  ≤] [0,+∞   

  

II.  ��ر ا�دا����f  /�7 ر���
[ا� [0,+∞  : ��� �
�( )
2

1 2ln
3

x
f x
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= − − 
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� �
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lim
x

x
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2

2

3 1 2 lnx x x
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)��ن أن  )2  0,75 )lim 3
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→+∞

=  /���
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2
'

g x
f x

x

ن  x��ل  =] [0,+∞  
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[�زا�د�� ��f  /�7ن أن ا�دا��    -ج       0,5 [0,+∞  

  

0,75  

)أ�-F ، �� ا�
��م  )4 ), ,O i j
� �

  /���
)، ا� )C  /���
��ل أن ��� )( )C  �
و  �1�ط�� ا��ط�ف أ�=ول إ�داھ

�=ور ��ن 
)و �H@ذ  2,5و  2أ�=ول ا��رى  )0,3 0f = (  
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��  I ا��
ر�ن ا�ول�=
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 أن  )3��( )nu  دد"	
)) �'ن  �5زا�د�# و ���ورة ( � )nu #�ر
(�� 

)	��ن  )4 )n
v  ث��5nا	���
	�# ا	"دد�# � nv u=  �ℕن  n	�ل  −
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1

2
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)و � )n
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د��# أ

2
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v
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 
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v
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 

  

    -  ب
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      : 
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5
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u
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��I ا��
ر�ن ا�"���=�  

  

1( : 

 	د�

( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 22

2 2 2 2

, , 2 2 7 0

2 2 7

2 1 2 1 7 1 1

1 1 9

1 0 1 3

M x y z S x y z x z

x x y z z

x x y z z

x y z

x y z

∈ ⇔ + + + − − =
⇔ + + + − =

⇔ + + + + − + = + +

⇔ + + + − =

⇔ − − + − + − =

 

)إذن �ر�ز ا	�!�#            )S  #ط(
)ھو ا	 )1,0,1Ω −   
+.
3Rو  /" =  

)                      -أ )2 )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

2 1 1 2 5
, 5

52 0 1

d P
− − −

Ω = = =
+ + −

 


 أن   - ب��( )( ),d P RΩ )�'ن  > )P  ط�(�( )S  و�ق دا0رة( )Γ  


ع ا	دا0رة  )3"/( )Γ  :( )( )( ) ( )22
2 2

, 3 5 9 5 4 2r R d P= − Ω = − = − = = 

( ), ,
H H H

H x y z  دا0رة	ر�ز ا�( )Γ  #ط(
)ھو ا	�/)ط ا	"�ودي 	! )1,0,1Ω )6!5 ا	���وى  − )P  

 7	
�	
)و � ), ,H H HH x y z   وى��)ھ7 
)ط# �)
ط� ا	� )P  م�(��)و ا	� )ا	"�ودي .!5  ∆( )P  ر �ن
وا	�

( )1,0,1Ω −.  

��)�م �!	 
�دد أو; ��:�9 �
را��ر�
	( )∆ :  

 

)	د� )2,0, 1n −
�


ظ��# 	!���وى  �( )P  و( ) ( )P∆ )إذن  ⊥ )2,0, 1n −
�

)ھ7 ���+# �و�+# 	!���)�م   )∆  

 : 

)و 	د� ) ( )1,0,1Ω − ∈ ∆  

)إذن ��:�ل �
را��ري 	!���)�م  )ھو :  ∆( )
1 2

0

1

x t

y t

z t

= − +
 = ∈
 = −

ℝ  
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( ) ( ) ( )

1 2

0
, ,

1

2 2 0

1 2

0

1

1

H

H

H H H

H

H H

H

H

H

x t

y
H x y z P

z t

x z

x t

y

z t

t

= − +
 =∈ ∆ ∩ ⇔  = −
 − − =

= − +
 =⇔  = −
 =

  

  

 �
)و � )1,0,0H  دا0رة	ھ7 �ر�ز ا( )Γ  

  

  

��I ا��
ر�ن ا�"��ث=�  

  

�ل �7  -أ )1
	ℂ  : #	د
2ا	�"
8 32 0z z− + =  

    : 

)	د� ) ( )( )2

8 4 1 32 64 128 64∆ = − − = − = −  


 أن    ��0∆   �'ن ا	�"
د	# �)�ل �!�ن .)د��ن ��را�)�ن : >

  
( )

( )
8 64

2 1

i
z

− − −
أو    =

( )
( )

8 64

2 1

i
z

− − +
=  

   4 4z i= 4أو    − 4z i= +  

    : �
}و � }4 4 ,4 4S i i= − +  

    - ب


��ب ا	"دد ا	")دي  �	a  : 7:!:�	ا �!�/ 5!. 

 : 

4	د� 4 4 2a i= + =  

إذن : 
2 2

4 2 4 2 cos sin
2 2 4 4

a i i
π π      = + = +      
     

  

�  : 


ل .9=# �وا�ر 	د��"��
�

( )
12

12
12 12 12

4 2 cos sin 4 2 cos sin
4 4 4 4

a i i
π π π π           = + = +           
           

 

)إذن :  ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )12 12
12

4 2 cos 3 sin 3 4 2 1 0a i iπ π= + = − +  

  �
)و � )12
12

4 2a = −   


	7 ا	"دد �	
12و �
a . ب	
� 7(�(�  .دد 
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)	��ن  -أ )2 )' 'M z ورة>( )M z  دوران	
�R  ذي �ر�زه	اC  �و زاو��
2

π
 

    : 

)	د� )2'
i

z c e z c
π

− = −  

)إذن :  ) ( )( )' 3 4 3 4z i i z i− + = − +  

)إذن :  )' 3 4 3 4 3 4z i i z i iz i− − = − − = − +  

'إذن :  3 4 3 4z iz i i= − + + +  

 : �
'و � 7z iz i= + +  

  

  -  ب
 

)	د� )D d  #ط(
)<ورة ا	 )A a  دوران	
�R 

7dإذن :  ia i= + +  

)إذن :  )4 4 7d i i i= + + +  

4إذن :  4 7d i i= − + +  

 : �
3و � 5d i= +  

  

   - ج

�دد ���و.# ا	
)ط   �
	M ق���ث :   zذات ا	!�3 5 4 4z i z i− − = − −  

                           ( ) ( )3 5 4 4z i z i− + = − +  

                                           z d z a− = −  

                                            DM AM=  

)ھ7 ا	���)�م  Mإذن ���و.# ا	
)ط               ]و ا�ط ا	)ط"#  ∆( ]AD  

�  : 

)	د� )R A D=   إذنDC AC=    �
)و � )C ∈ ∆ 

�  : 

5DBو 	د� AB= )إذن   = )B ∈ ∆ 


	7 ���و.# ا	
)ط �	
��ث :   zذات ا	!�ق Mو ��3 5 4 4z i z i− − = − ھ7 ا	���)�م  −

( ) ( )BC∆ =
  

  

  

��I ا��
ر�ن ا�را��=�  

  

       9�
�� و �'��	
�ب ��  ل :9ث ��د=
ت �ن ا	<
دوق " ا	��ر�# "  


ت ا	��ر�#. Ω	��ن        �

  �ون إ��

         : 

3	د�
5 125card Ω = =  

1( A " !ون	س ا�
�و�# �ن � ا	�دث : " ا	��د=
ت ا	:9ث ا	�


ء " أو "  3" E��3  " راء " أوEF3 " راء�� 

 : 

3	د� 3 3
2 2 1 17cardA = + + =  
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)إذن :  ) 17

125

cardA
p A

card
= =

Ω
  

2( X . #�و��
ء ا	�E��	ت ا

وي .دد ا	��د=� ا	��G�ر ا	"/وا70 ا	ذي �

 
  :Xا	)�م ا	�FH� 7ذھ

, , 0B B B X→ =  

, ,

, , 1

, ,

B B B

B B B X

B B B


 → =



  

, ,

, , 2

, ,

B B B

B B B X

B B B


 → =



  

, , 3B B B X→ =  

 ����دد =

ون ا

ل 	X  :  

                                            ( )
3

3 27
0

125 125
p X = = =  

                               ( ) ( )1 2
3 2 3 54

1
125 125

p X
× ×

= = =  

                              ( ) ( )2 1
3 2 3 36

2
125 125

p X
× ×

= = =  

                                          ( )
3

2 8
3

125 125
p X = = =  

3  2  1  0  
ix  

8

125
  

36

125
  

54

125
  

27

125
  

( )ip X x=  

  

  

  

��I ا��
ر�ن ا�@�
س=�  

  

I.  ن��	g  5!. #"ر��	"دد�# ا	# ا	دا	ا] [0,+∞  : 7!� 
��( ) 1 lng x x x x= − + 

[	��ن  -أ )1 [0,x ∈ +∞ : 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
' 1 ln ' 1 'ln ln' 1 ln 1 ln 1g x x x x x x x x x x x

x
= − + = − + + = − + + × = − + +  
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)إذن :          )' lng x x=  ل�	x  ن�] [0,+∞  

  

[	��ن   - ب     [0,x ∈ +∞ :  

)إ/
رة               )'g x  رة
)ھ7 إ/ )ln x.  

  


ل .!5 ا	��           ] ]0,1  :( )' 0g x 
=<�# gإذن  ≥
�  

]و .!5 ا	��
ل             [1,+∞  :( )' 0g x   �زا�د�#  gإذن  ≤

2(   

� ( )1 1 1 1.ln1 0g = − + = 

�  

)	د� )1g  #	!دا	و�# 
[.!g  5ھ7 ا	)��# ا	د [0,+∞ 

[إذن :  [( ) ( ) ( )0, 1x g x g∀ ∈ +∞ ≥  

 : �
[و � [( ) ( )0, 0x g x∀ ∈ +∞ ≥  

II.  #	دا	ر ا��"
f  5!. #"ر��	ا] [0,+∞ �� : 7!� 
( )
2

1 2ln
3

x
f x

x x
= − − 

1(  : 

)	د� )
0 0 0

2

2 2
0 0 0

1 2ln 3 1 2 ln
lim lim3 lim
x x x

x x x

x x x x
f x

x x x> > >
→ → →

− −= − − = = −∞ 

,ن : 

0

0

0

2

0

0

2

0

lim3 1 1

lim ln 0

lim 0

x

x

x

x

x

x

x

x x

x

>

>

>

→

→

+

→


− = −

 =

 =


  

 ا��Hو�ل ا�&�د � : 

      ( )C  �
د	�"� 
0x�)�ل �)
ر�
 .�ود� =  

2(  : 

)	د� )
2

1 2ln
lim lim 3 3

x x

x
f x

x x→+∞ →+∞
= − − = 

,ن : 
2

1
lim 0

ln
lim 0

x

x

x

x

x

→+∞

→+∞

 =

 =

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 ا��Hو�ل ا�&�د � : 

      ( )C  �
د	�"� 
3y�)�ل �)
ر�
 أ�)�   ∞+��وار  =

[	��ن  -أ )3 [0,x ∈ +∞ : 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2

2

2 2
2

4 2

3 2

3

3

3

1 ln
' 3 2 '

' ln' ln '
0 2

1
ln 1

2
2

2 1 ln
2

2 2 2 ln

2 1 ln

2

x
f x

x x

x x x x x

xx

x x
x x

x x

x

x x

x x x

x

x x x

x

g x

x

 = − − 
 

− × − ×
= − − ×

× − ×
= − ×

−= − ×

− +=

× − +
=

=  

)إذن :  ) ( )
3

2
'

g x
f x

x
[�ن  x	�ل  = [0,+∞  


 :   - ب
)	د� ) ( )
3

2 1
' 1 0

1

g
f = )إذن   = )C  #ط(

 أ�)�
 �7 ا	�
)�)�ل �� )1,2A  

[	��ن  - ج [0,x ∈ +∞ :  


 : 	��ن                 
3	د�
0x )إذن إ/
رة  < )'f x  رة
)ھ7 إ/ )g x  #���
�ب �
 I- 2و 
)) 	د� ) 0g x ≥  

)إذن :                       )' 0f x [�ن  x	�ل  ≤ [0,+∞  


	7 ا	دا	#                      �	
[�زا�د�# .!5 ا	��
ل  fو � [0,+∞
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4(   

  

  

)        -أ )5 ) ( ) ( ) ( )2

1 1 1

1

ln2ln 1
2 ln 2 ln' ln 2 1

2

e

e e e xx
dx x dx x x dx

x x

 
= × = = = 

 
∫ ∫ ∫ 


 :      -  ت
)	د� )
1

e

A f x dx i j= × ×∫
� �

 

].!5 ا	��
ل  ]1,e    

): 	د� ) 0f x ≥  

)إذن :  )
1

1 1
e

A f x dx cm cm= × ×∫  

2إذن 

21

1 ln
3 2 .

e x
A dx cm

x x

 = − − 
 
∫  

2إذن : 

21 1

1 ln
3 2 .

e e x
A dx dx cm

x x

  = − −  
  
∫ ∫  

2إذن : 

1

1
3 1 .

e

A x cm
x

  = + −     
  

 : �
21و �
3 5 .A e cm

e

 = + − 
 
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∗"ر�# .!5 ا	دا	# ا	"دد�# ا	� h	��ن  )6
ℝ  : 7!� 
��( ) ( )2

2

ln1
3

x
h x

x x
= − − 

     - أ

•  


 	�ل  �
∗�ن  x	د�
ℝ  :x ∗− ∈ℝ 

x	��ن  � ∗∈ℝ : 

( )
( )

( )( ) ( ) ( )
2

2

2 2

ln ln1 1
3 3

x x
h x h x

x x xx

−
− = − − = − − =

−−
  


 	�ل     
∗�ن  xإذن : 	د�
ℝ  :( ) ( )h x h x− =  

� ا	دا	# 
  زو��# hو �

[	��ن  • [0,x ∈ +∞  

x: 	د� x=    و( ) ( )2
ln 2lnx x= 

)إذن  ) ( )2

2 2

ln1 1 ln
3 3 2

x x
h x

x x x x
= − − = − −  

 �
)و � ) ( )h x f x=  ل�	x  ن�] [0,+∞  

   -  ب

               

)	د� ) ( )h x f x=  ل�	x  ن�] )�'ن    زو��# hا	دا	# و ��
 أن   ∞+,0] )'C .ور ا,را��ب��	 #��
	

:ل ����  
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