
 

  

م ��������� ��
 ا���


	ن ا��ط�� ��
 2015ا

 

1/13 Math.ma – 4/2017 

  متحان الوطني الموحدالإ

  5201ا�ورة العادية  - �لوم تجري��ة 
  ن ) : 3ا��
ر�ن ا�ول (

  


�ظم 
���ر 

د ���
��ء ا�
��وب إ�� 
��م �)����ر ،  � ا� ), , ,O i j k
� � �

)، ا�
��وى  )P  #��د��
ا�ذي 

4 0x y z+ + + =  

 &'��)و ا� )S  ر'زھ�
)ا���  )1, 1, 1Ω −   3و ���+*�  −

0,75  1-  & ��
)أ) أ,�ب ا� )( ),d PΩ  وى��
)و ا����. أن ا� )P  &'��
�س ��
( )S  

)ب) �,1ق 
ن أن ا��1ط&       0,5 )0, 2, 2H − )ھ� �1ط& �
�س ا�
��وى  − )P  &'��)و ا� )S  

)����ر ا��1ط��ن  -2   )2,1,1A  و( )1,0,1B   

OA�,1ق 
ن أن   ) أ  0,75 OB i j k∧ = − −
���� ���� � � �

0xو ا����. أن   y z− − ھ� 
��د�& د�'�ر��& ��
��وى  =

( )OAB  

),دد �
3�4 ��را
�ر�� ��
���1م   ) ب  0,5 )و ا��
ودي +�� ا�
��وى  Ωا�
�ر 
ن  ∆( )OAB  

)ج)  ,دد 
�4وث إ,دا��4ت 'ل �1ط& 
ن �1ط�� ��1ط5 ا�
���1م        0,5 )∆  &'��)و ا� )S  

  

  ن ) : 3( : ا��
ر�ن ا���4�

9
و+& ا�+داد ا��1د�&  -1  0,75
2ا�
��د�& :   ℂ,ل  �  10 26 0z z+ + =  


�ظم  -2  

د ���

���ر ����ر ،  � ا�
��وى ا��1دي ا�
��وب إ�� 
��م ( )1 2
, ,O e e
� �

ا���  Ωو  CوBو A، ا��1ط 

�2,�ث : ωو  cو bو aأ�,�:*� +�� ا��وا�� ھ�  2a i= − 5bو  + i= − 5cو  + i= − 3ωو  − = −  

  

0,5  
��ن أن   ) أ

b
i

a

ω
ω

− =
−

  

  ABΩا����. ط���& ا�
�4ث   ) ب  0,5

uذات ا�
���T  &*9=زا,&  C>ورة ا��1ط&  D��'ن ا��1ط&  -3  
�

6ا��� �,1*�   4i+  

1ھو  D���1ط&  ��dن أن ا��,ق   ) أ  0,5 3i+  

  

0,75  
��2ن أن :   ) ب

b d

a d

− =
−

]ھ� 
��>ف ا�1ط�&  Aو ا����. أن ا��1ط&   ]BD  

  

  ن ) : 3ا��
ر�ن ا��4�ث  (

  'رات @�راء و 'ر��ن ����وان ( ? �
'ن ا��
��ز ���*� ����
س )   3'رات ,
راء و  3 �,�وي >�دوق +�� 4
��� 'رات:  

  ��,ب +�وا��B �������5 و �دون إ,3ل 'ر��ن 
ن ا�>�دوق .

 ا����� : " ا�,>ول +�� 'رة ����ء وا,دة +�� ا�:ل " ��A��ر ا�,دث  )1  1,5

  ا����� : " ا�,>ول +�� 'ر��ن 
ن ��س ا��ون " Bو ا�,دث 

)��ن أن  ) 13

28
p A )و  = ) 1

4
p B =  
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  ا�
��Dر ا���واB� ا�ذي ���وي +دد ا�'رات ا�����ء ا�
�,و�& . X��'ن  )2  

  

0,5  
)��ن أن   ) أ ) 1

2
28

p X = =  

)و أ,�ب ا�
ل ا�ر����  X,دد :��ون ا,�
�ل ا�
��Dر ا���واB�   ) ب  1 )E X  

  

)  &�E�
  ن ) : 11ا�

  I.  ن'��g  ��+ & ر�

� ��� :  ℝا�دا�& ا��دد�& ا��( ) 2xg x e x= −  

)أ,�ب  )1  0,75 )'g x  ل'�x  ن
ℝ  . أن���4م ا�g  ��+ &�<:���] ], ln ]و �زا�د�&  +��  ∞−2 [ln 2,+∞  

)�,1ق 
ن أن  )2  0,5 ) ( )ln 2 2 1 ln 2g = )4م ,دد إ��رة  − )ln 2g  

)ا����. أن   )3  0,5 ) 0g x 
ن  x�'ل  <ℝ  

  

II.  &ر ا�دا�&  ا��دد�����f  ��+ & ر�

� ��� :  ℝا��( )
2x

x
f x

e x
=

−
 

)و ��'ن  )C  &�4ل ��دا


�ظم  fا�
�,�� ا�

د ���

��م  � ( ), ,O i j
� �

  ) 1cm( ا�و,دة      

  

)أ) ��ن أن  )1  1 )lim 0
x

f x
→+∞

)و  = ) 1
lim

2x
f x

→−∞
= 2( ?,ظ أن   − 2

x
x e

e x x
x

 
− = − 

 

ن  x�'ل  ∗

ℝ (  

  أول ھ�د��� 'ل ���9& 
ن ا����9��ن ا����1��ن . ب)      0,5

  

)أ) ��ن أن  )2  0,75 ) ( )
( )2

1
'

2

x

x

x e
f x

e x

−
=

−

ن  x�'ل  ℝ  

)أدرس إ��رة  ب)      0,75 )'f x  ���ℝ  &�رات ا�دا�D� 4م ا+ط 9دولf  ��+ℝ  

y) ��ن أن ج      0,25 x=  �1م��
)ھ� 
��د�& د�'�ر��& �� )T  ��,�

�س ��
)ا� )C  &ا��1ط � O . م��
  أ>ل ا�

  

1  
�س ا�
��م  )3� �  ،Fأ��( ), ,O i j

� �
)، ا�
���1م  )T  ��,�
)و ا� )C   ذ@E� )

1
1,4

2e
≈

−
  ��,�
و ��1ل أن ��

( )C  �9ل

� إ�� ا���� �
[�1ط�� ا��ط�ف أ >ول إ,داھ و أ >ول ا�@رى أ'�ر 
ن 0,1]
3

2
 (  

  

0,75  
��ن أن  -أ )4

1

2 2

x

x

x
xe

e x e

− ≤ ≤
− −


ن ا�
�9ل  ��xل  [ [0,+∞  

  

0,75  

�& ���9زاء ، ��ن أن   -ب    �'

�ل �����

1

0

2
1xxe dx

e

− = −∫  

)،  2cm��'ن ، ب  -ج      0,5 )A E  ��,�

��,& ,�ز ا�
��وى ا�
,>ور ��ن ا�( )C  ن�
�1��
  و 
,ور ا� �>�ل و ا�

         �
0xا��ذ�ن 
��د���ھ 1xو  = =  

)��ن أن                    )2 1
1

2
A E

e e
− ≤ ≤

−
    

  III.  ن'��h  �9ل
[ا�دا�& ا��دد�& ا�
�ر & +�� ا� ],0−∞  : ��� �
�( ) ( )h x f x=  

1h��1ل دا�& +'��&  ��hن أن ا�دا�&  )1  0,5 
�ر & +�� 
�9ل  −J . ,د�ده�م ��  
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0,5  

�س ا�
��م  )2� �  ، Fأ��( ), ,O i j
� �

  ��,�
)، ا� )1
h

C 
4ل ��دا�&  −
1ا�
h

−
  

  IV.  ن'��( )nu  : ��� �
ا�
�����& ا��دد�& ا�
�ر & �
0

2u = )و  − )1n nu h u+ 
ن  n�'ل     =ℕ  

��0nuن ����ر59 أن  )1  0,5 
ن  n�'ل  ≥ℕ  

0,75  2(  &�����
)��ن أن ا� )nu  أن ، ������
)�زا�د�& ( �
'�ك 
3,ظ& ،  )h x x≥  ل'�x  �9ل

ن ا�] ],0−∞ (  

0,75  3(  &�����
)ا����. أن ا� )n
u . �*���*� �1ر�& و ,دد�
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  �>,�I ا��
ر�ن ا�ول

  

)�د
�� : أ)  -1 )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 4 3
, 3

31 1 1
d P

+ − + − +
Ω = = =

+ +
 

)��� أن      )( ),d P RΩ )��ن  = )P  ������ س���( )S  

    ب)

� ( ) ( )0, 2, 2H P− − )�ن :   ∋ ) ( ) ( )0 2 2 4 0+ − + − + = 

� ( ) ( )0, 2, 2H S− − )�ن :  ∋ ) ( ) ( )2 2 2
0 1 2 1 2 1 3H RΩ = − + − + + − + = = 

)إذن :  ) ( )H P S∈ ∩  

)و ��� أن  )P  ������ س���( )S  ن��H  وى��)�!ط� ���س ا�� )P  و ا�����( )S  

 أ)  -2

�  : ��
)�د )2,1,1OA
����

)و     )1,0,1OB
����

 

                                           ( )

1 0 2 1 2 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1

OA OB i j k

OA OB i j k

OA OB i j k

∧ = − +

∧ = − + −

∧ = − −

���� ���� � � �

���� ���� � � �

���� ���� � � �
  

�  : ��
)�د )1, 1, 1OA OB∧ − −
���� ����

�وى   ���� �
)��ظ� )OAB 

�وى ���� �
�)إذن �$�د�� د
��ر )OAB  : ب &�� %�ل���( ) ( ) ( )1 1 1 0x y z d+ − + − + =  

0xأي :  y z d− − + =    

)و ��� أن :  ) ( )0,0,0O OAB∈   : ن��( ) ( ) ( )0 0 0 0d− − + 0dأي     = =  

�وى �)و ������) �$�د�� ��� )OAB  : (0ھx y z− − =  

  

      ��
)ب)   �د ) ( )OAB∆ )و  ⊥ )1, 1, 1OA OB∧ − −
���� ����

�وى  ���� �
)��ظ� )OAB  

)إذن              )1, 1, 1OA OB∧ − −
���� ����


م  !��)ھ) �و,+� ��� )∆  
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( ) ( ) ( )( )

( )

( )

, , .

1

1

1

1

1

1

M x y z M t OA OB t

x t

y t t

z t

x t

t
y t

z t

∈ ∆ ⇔ Ω = ∧ ∈

− =
⇔ + = − ∈
 + = −

= +

⇔ ∈ = − −
 = − −

����� ���� ����
ℝ

ℝ

ℝ

  

  


م       !���!�ط- ا�� (�)ج)   �/�وث إ0دا/
�ت �!ط )و ا�����  ∆( )S       : ھو 0ل ���ظ��  

                                  
( )

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

1

1

1

1 1 1 3

x t

y t t

z t

x y z

= +
 = − − ∈
 = − −

 − + + + + =


ℝ

  

                                                          

2

2

2

1

x

y

z

t

=
 = −
 = −
 =

أو                                     

0

0

0

1

x

y

z

t

=
 =
 =
 = −

 

  

  �>,�I ا��
ر�ن ا���4�

2ا��$�د��  �ℂ�0ل �)  -1 10 26 0z z+ + = 

 : ��
)�د ) ( )( )2
10 4 1 26 100 104 4∆ = − − = − = −  

∆��0� أن  
ن ��را�!
ن  >
  ��ن ا��$�د�� �!�ل �0
ن �!د

( )
( )

10 4

2 1

i
z

− −
أو    =

( )
( )

10 4

2 1

i
z

− +
=  

إذن  
10 2

2

i
z

− أو   =−
10 2

2

i
z

− +=  

5zإذن        i= − 5zأو   − i= − +  



 

  

م ��������� ��
 ا���


	ن ا��ط�� ��
 2015ا

 

6/13 Math.ma – 4/2017 

}و ��3  }5 , 5S i i= − − − +  

أ)  -2
( )
( )

( )5 3 1 22

2 2 3 1 2 1 2

i i ib i
i

a i i i

ω
ω

− + − − +− − += = = =
− − + − − + +

 

: ��
 ب)  �د
21.

ib
i e

a

πω
ω

− = =
−

  

�  : ��
�1د
b

a

ω
ω

− =
−

1إذن :  
B

A

Ω =
Ω

Bو ��3    AΩ = Ω 

�  : ��
]�د ]arg 2
2

b

a

ω π π
ω

−  ≡ − 
)إذن :   ) [ ], 2

2
A B

π πΩ Ω ≡
���� ����

 

6
ن و 6�5م ا�زاو
� �)  ABΩو ������) ا��/�ث ����وي ا���A  

 أ)  -3

                                5 6 4

1 3

u
d c z

d i i

d i

= +
= − − + +

= +

�

  

   ) ب

                              

( ) ( )
( ) ( )

( )

5 1 3

2 2 1 3

6 2

3

2 3

3

2

i ib d

a d i i

i

i

i

i

− + − +− =
− − + − +

− −=
− −
− −

=
− −
=

  

 ��
�2د
b d

a d

− =
−

)إذن :    )2b d a d− = 2DBإذن :       − DA=
���� ����

  

]ھ) ���8ف  Aو ��3  ]BD  

 

  

  �>,�I ا��
ر�ن ا��4�ث

  


ن �ن ا�8�دوق "����- و �دون إ0;ل �ر�  ا��,ر�� " �0ب ���


�ن �Ω  ر��,�  �ون إ����
�ت ا�

 : ��
�2د

8 56card AΩ = =  

1( A " ء وا0دة ��� ا�6ل�>
 " ا�80ول ��� �رة �

  : 1طر�1& 
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               A  " ء�>
  " �دم ا�80ول ��� أ
� �رة �

                    
2

6
30card A A= =  

               ( ) 30 15

56 28

card A
p A

card
= = =

Ω
  

                              ( ) ( ) 15 13
1 1

28 28
p A p A= − = − =  

  :2طر�1& 

                     A " ء وا0دة ��� ا�6ل�>
  " ا�80ول ��� �رة �

                         1 1 2

2 6 22 2 2 6 2 24 2 26cardA A A A= × × + = × × + = + =  

                                          ( ) 26 13

56 28

cardA
p A

card
= = =

Ω
  

      B " ن �ن ��س ا��ون
� " ا�80ول ��� �ر

                   2 2 2

3 3 2 6 6 2 14cardB A A A= + + = + + =  

                                    ( ) 14 1

56 4

cardB
p B

card
= = =

Ω
  

2( X 0و�����وي �دد ا��رات ا��
<�ء ا��

ر ا�$%وا5) ا�ذي ?� ا��

)                              ) أ )
2

2
2 1

2
56 56 28

A
p X = = = = 

 

)  ) ب )
2

6 30 15
0

56 56 28

A
p X = = = = 

( )
1 1

2 62 2 2 6 24 12 3
1

56 56 56 28 7

A A
p X

× × × ×= = = = = =  

                   ( ) 1
2

28
p X = =  

2  1  0  
i

x  

1

28
  

12

28
  

15

28
  

( )ip X x=  

  

 : (>�
  ا��ل ا�ر

                        ( ) 15 12 1 14 1
0 1 2

28 28 28 28 2
E X

     = × + × + × = =     
     

  

 

  

 I�,<�&�E�
  ا�
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I.   


�ن  )1�x ∈ℝ : 

                          : ��
)�د ) ( )' 2 ' 2
x x

g x e x e= − = −  

)إذن :     )' 2xg x e= 
ن  x�'ل  −ℝ  

                                   
( )

( )
' 0 2 0

ln 2

xg x e

x

= ⇔ − =
⇔ =

  

                     : ��
  �د

           

  إذن :      

[��� ا��,�ل  � ], ln 2−∞:( )' 0g x 86
� gإذن  ≥��� 

]��� ا��,�ل  � [ln 2,+∞: ( )' 0g x �زا
د
� gإذن  ≤ 

 

2(                ( ) ( ) ( ) ( )( )ln 2
ln 2 2ln 2 2 2ln 2 2 1 ln 2g e= − = − = − 

2e �$�م أن : >  

)إذن :    ) ( )ln ln 2e >     

)إذن :  )1 ln 2>  

)إذن :  )1 ln 2 0− >  

)و ��3 :  )ln 2 0g >  

  

3(  ��
)�د )ln 2g  دا���� �
 g  ���ℝھ) ا�!
�� ا�د�و

) إذن : ) ( )( )ln 2x g x g∀ ∈ ≥ℝ  

)و ��� أن  )ln 2 0g )��ن :   < ) 0x g x∀ ∈ >ℝ  

II.   

        )أ )1

�     ( ) 1
lim lim lim lim 0

2
22

xx xx x x x

x x
f x

ee x e
x

xx

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = = =

−   −− 
 

 

�limن :             
x

x

e

x→+∞
= +∞ 
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� ( ) 1 1 1
lim lim lim lim lim

12 2
222

xx xx x x x x x

x x
f x

ee x e ex
xxx

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞ →−∞

−= = = = =
−   −−− 

 

 

 �ن :      

lim 0

1
lim 0

x

x

x

e

x

→−∞

→−∞

 =



=


  

   )ب

� ( )lim 0
x

f x
→+∞

=  ⇐ ( )f
C  3�0
!�ل �!�رب أ�!) �$�د�y  ∞+�,وار  =

� ( ) 1
lim

2x
f x

→−∞

−=  ⇐ ( )fC  3�
!�ل �!�رب أ�!) �$�د�
1

2
y

 ∞−�,وار  =−

 

xأ) �
�ن  )2 ∈ℝ : 

                                

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

2

2

2

2

2

' '
2

' 2 2 '

2

1 2 2

2

2 2

2

2

1

2

x

x x

x

x x

x

x x

x

x x

x

x

x

x
f x

e x

x e x x e x

e x

e x x e

e x

e x xe x

e x

e xe

e x

x e

e x

 =  − 

− − −
=

−

× − − −
=

−

− − +=
−

−=
−

−
=

−   

)إذن :               ) ( )
( )2

1
'

2

x

x

x e
f x

e x

−
=

−
�ℝن  ��xل  

  


�ن ب) �x ∈ℝ :  

       : ��
�0xeد )و     < )2

2 0xe x− >  

)إذن إ%�رة        )'f x  رة�1ھ) إ% x−  
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رات     ?�  : f  ���ℝ,دول 

  

                    


م ج) !����� �
�)�$�د�� د
��ر )T  ��0���� س�ا���( )C  ا��!ط� (�O أ8ل ا��$�م  

                               ( ) ( ) ( )' 0 . 0 0y f x f= − +  

      : ��
)�د )' 0 1f )و    = )0 0f =  

     : (���yو��� x=  م
!����� �
�)ھ) �$�د�� د
��ر )T  ��0���� س�ا���( )C  ا��!ط� (�O . أ8ل ا��$�م  

3(   

  


�ن    -أ )4�[ [0,x ∈ +∞  : 

�  ��
)�د )1f  دا���� �
]��� ا��,�ل  fھ) ا�!
�� ا�!8و [0,+∞ 

(T)

(Cf)

x

y



 

  

م ��������� ��
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]إذن :  [ ( ) ( )0, 1x f x f∀ ∈ +∞ ≤  

]و ��3   [ 1
0,

2 2x

x
x

e x e
∀ ∈ +∞ ≤

− −
  

�  : ��
�0xد ≥ 

2إذن :  0x− ≤  

2xإذن :  xe x e− ≤  

إذن : 
1 1

2x xe e x
≤

−
  

إذن 
2x x

x x

e e x
≤

−
  

]و ��3  [0,
2

x

x

x
x xe

e x

−∀ ∈ +∞ ≤
−

  

�$��ل ������ ���,زاء ��0�ب :  - ب���
1

0

xxe dx−
∫ :  

                                
( )
( )

( )
( )
' 1

' x x

u x x u x

v x e v x e− −

 =  =
 = = 

�  

                                     ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 11

00 0

1 1

0 0

1 1 00

1 1
0 1

2
1

x x x

x x

xe dx xe e dx

xe e

e e e

e e

e

− − −

− −

− −

 = − − − 

   = − −   

= − − − −

= − − − +

= −

∫ ∫

  

      

�2��ن ، ب  -  - جcm  ،( )A E  ��0�ن ا��
�وى ا��80ور ���0 0
ز ا�����( )C  ن
�
!��  و �0ور ا���8
ل و ا��

0xا��ذ
ن �$�د���ھ��          1xو  = =
  

           : ��
�د
1

2 2

x

x

x
xe

e x e

− ≤ ≤
− −

]�ن ا��,�ل  ��xل   [0,+∞  

إذن :         
1 1 1

0 0 0

1

2 2

x

x

x
xe dx dx dx

e x e

− ≤ ≤
− −∫ ∫ ∫  
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)إذن :          )
1

0

2 1
1 .

2
A E x

e e

 − ≤ ≤  − 
  

)و ��3 :                       )2 1
1

2
A E

e e
− ≤ ≤

−
  

III.  ن���h  ل�ا��$ر�� ��� ا��, �
[ا�دا�� ا�$دد ],0−∞  : (�
 ���( ) ( )h x f x= 

1(   

�  ��
��h  ��� ��8د�] ],0−∞ 

�  ��
�زا
د
� 6ط$� ���  hو �د] ],0−∞ 


�  hإذن ��!�ل دا�� ��
1

h
−

[�0و  �J$ر�� �ن �,�ل   ],0−∞  

0
ث : �] ]( ) ( ) ( ) 1
,0 lim , 0 ,0

2x
J h x h

→−∞

−  = −∞ = =     
  

2(   

  

 

    

(T)

(Ch)

(Ch-1)

x

y
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IV.   

1(   

�0nن أ,ل   � =  : 

 : ��
�د
0

2u = إذن :    −
0

0u ≤  


�ن  ��n ∈ℕ : 

0���رض أن :  •
n

u ≤ 

1و ��
ن أن :  • 0nu + ≤  

�راض �Cب ا�0 ��
�0nuد �زا
د
� 6ط$� ���  hو �د
��  ا�دا��  ≥] ],0−∞  

) إذن :  ) ( )0nh u h≤     3�� 1و 0nu + ≤  

•  : D�����0nu  �ℕن  ��nل  ≥

  


�ن  )2�n ∈ℕ : 


� ، �;0ظ  أن ��
��( )h x x≥  ل��x  ل�ن ا��,�] ],0−∞  

[إذن ��� أن  ],0nu ∈ )��ن   ∞− )n nh u u≥    

 : (���1nو��� nu u+ �ℕن  ��nل   ≤
  

 �
����)و ��3 ا�� )nu �
�زا
د  

  

3(   

)��� أن  � )nu ر���!��زا
د
� و ���ورة ���+� � 

�  �
)��0دد �+� )nu        : 

•  ��
��h ��� ��8د�] ],0−∞ 

•  ��
[�د ]( ) 1
,0 ,0

2
h

− −∞ =   
[إذن :    ]( ) ] ],0 ,0h −∞ ⊂ −∞ 

•  ��
)و �د )n
u ر���!�� 

 �
)إذن �+� )nu  د���ھ) 0ل ���$( )h x x=  

                                                ( ) 0h x x x= ⇔ =  

 : (���limو ��� 0n
n

u
→+∞

=
 

 

つづく 

  

 


