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 الأعداد العقدية

  تمار�ن) 6( 1 السلس�
  

  :1ا����ن 

)�� ا����وى ا���دي ا����وب إ�� ���م ���
�د ���ظم  ), ,O u v
� �

�  t، ���ن  ��wا#زا!� ذات ا���
�

  
�ا��� �!�

( ) ( )2 2 2 6
w

z i= − + −� �
  A. ���&ر ا���ط�2ا��� �!� 6a i= +  

1(  �� ا���د�� �(زا!&
 tا*ط ا���


#زا!� A-ورة ا���ط�  �B!ق ا���ط�  b!دد  )2&t   

3(  ./�
a

c
b


 ا��c �1�1و  bو  a. أ��ب  =���2 ��* 

 *�� 3��2 ا��&ري  cأ��ب ا��دد  )4

cosا����5 ا���م ا��/&وط� ل  )5
12

π 
 
 

sinو  
12

π 
 
 

 

  *�� ا��2ل ا��&ري. 2007cأ��ب  )6
  

  :2ا���ر�ن 

)�� ا����وى ا���دي ا����وب إ�� ���م ���
�د ���ظم  ), ,O u v
� �

ا���  Ωو  Sو  Bو  A). ���&ر ا���ط  1cm. (ا�و!دة 


 *�� ا��وا�� : �7
2أ�! 4a i= − 4و  + 2b i= − 5و  + 5s i= − 2و  + 2iω = − +  

  3و ��&�S  3ا��!
�� ا�ذي �ر�زه  hو ���ن 

��  A-ورة  Cو ���ن !��
&h  وD  ورة-B  ��
!��
&h  
1(  ��
!��� �� ا���د�&
 hأ. ا*ط ا���

4ب. &�ن أن  2c i= +  �2و أن  Cھو �!ق ا���ط 4d i= − −  �  Dھو �!ق ا���ط
  ��داورة Dو  Cو  Bو  Aج.  &�ن أن ا���ط       

]���-ف ا��ط��  ���Pن  )2 ]AC  

 �P!ق ا���ط�  p!دد   . أ

&�ن أن   . ب
1

2

p
i

b d

ω − =
−

2DBو ا����5 أن   P= Ω  و أن( ) [ ], 2
2

DB P
π πΩ ≡

���� ����
  

  

  :3ا���ر�ن 

2ا���
د��  ℂ!ل ��  )1 4 8 0z z− + = 

)�� ا����وى ا���دي ا����وب إ�� ���م ���
�د ���ظم  )2 ), ,O u v
� �


 *�� ا��وا�� : Cو  Bو  A. ���&ر ا���ط �7
 ا��� أ�!

    2 2Az i= 2و  + 2Bz i= 4Czو  − =   

 Bzو  Az!دد ���
ر و *�دة �ل �ن ا��دد�ن ا���د��ن   . أ
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وي ا��
�7ن و7
=م ا�زاو�� ��  OAB&�ن أن ا���1ث ب.���O 

 �ر&.  OBCA&�ن أن ا�ر&
*� ج.

]���-ف ا��ط��  ���Eن د. ]OA  و ���نD  
��!� ���ط
D

z  ث�!
D A

z iz= 

]ھ�  ���-ف ا��ط�� E&�ن أن  ]CD  

  

  :4ا���ر�ن 

)���&ر ا����وى ا���دي ا����وب إ�� ���م ���
�د ���ظم  ), ,O u v
� �

 .  


 *�� ا��وا�� :  Cو  Bو  Aأ. ���&ر ا���ط  )1�7
2aا��� أ�! 3و  = 3b i= 2و  + 3c i=  
�
. !دد �7

 ����Aزاو� BC 


���1ث  �Ω!ق ا���ط�  ωب. ا����5 & �1ھو  �ABCر�ز ا�دا=رة ا��!
ط 3i+  

)�ر�ز ب  )2 )nz  : ب �� ا���ر���
ا����
( )

0

1

0

1 3
2

2
n n

z

i
z z n+

=

 += + ∈


ℕ
 

و �/. 
n

A  
�ا���ط� ا��� �!�
n

z  

&�ن أن ا���ط   . أ
2

A  و
3

A  و
4

A 
�7
3 *�� ا��وا�� ھ� ا���ط ا��� أ�! 3i+  2و 2 3i+  2و 3i 

1A<!ظ أن  A=  2وA B=  4وA C=  

7
رن أطوال ا��ط.   . ب[ ]1 2
A A  و[ ]2 3

A A  و[ ]3 4
A A  

):  �ℕن  n&�ن أن ��ل   . ج )1

1 3

2
n n

i
z zω ω+

+− = − 

ا����5 أن   . د
1nA ھ� -ورة  +

nA  ره ا����زة-
 &�!و�ل ��م �!د�د ط&���3 و *�

�ℕ  :6nن  n&�ن أن ��ل   . ه nA A+  12012Aم !دد �!ق  =

]!دد طول ا��ط��   . و ]1n nA A +  

  

  :5ا���ر�ن 

I.  &ر ا��دد ا���دي���2 3U i= + + 

2ھو  U&�ن أن ���
ر ا��دد  .1 2 3+ 

�2!�ق �ن أن  .2 1 cos 2sin
6 6

U i
π π    = + +    
    

 

)&@?ط
ط أ)   .3 )2cos θ : ن أن�& ( ) ( )21 cos 2 2cosθ θ+ = 

2ب) &�ن أن 
4cos 4 cos sin

12 12 12
U i

π π π     = +     
     

)( �ذ�ر أن    ) ( ) ( )sin 2 2cos sinθ θ θ=  (  

  *�� 3��2 ا��1U  �1�1م أ��ب ا��دد     

)ج) &�ن أن :  )6
6 2 2 3U i= +   
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II.  ط��ن��ر �� ا����وى ا���دي ا�&���Ω  وP  
3ωا��ذ�ن �!�
ھ�  Uو  =

  2و ��&�Ω  3ا��!
�� ا�ذي �ر�زه  hو ���ن 


��  P-ورة ا���ط�  �D!ق ا���ط�  d&�ن أن  .1!��
&h  ھو( )4 3 2i+ + 

4&!�ث :  zذات ا��!ق  M!دد ���و*� ا���ط  .2 3 2z i U− − − =  

  

  :6ا���ر�ن 

)ا����وى ا���د����وب إ�� ���م ���
�د ���ظم  ), ,O u v
� �

   

aا���ط��ن ا����ن �!�
ھ�
  Bو  Aو ���ن  i=  و
5

6
i

b e
π−

=   

و زاو��O  3ا�دوران ا�ذي �ر�زه  ���rن  .1
2

3

π

�دوران  B-ورة  Cو ���ن  &r 

� ا���د�� ��دوران   ) أ&
 *�� 3��2 ا�C  ��A!ق ا���ط�  1cم أ��ب  rا*ط ا���

 *�� ا��2ل ا��&ري  cو  bأ��ب �B �ن   ) ب

)�ر�C ا���ط ا���ز��  ���Dن  .2 ),2A  و( ), 1B )و  − ),2C  

 �D!ق ا���ط�  d!دد   ) أ

 ��داورة  Dو Cو Bو  A&�ن أن ا���ط   ) ب


��  D-ورة ا���ط�  Eو ���ن  2و ��&�A  3ا��!
�� ا�ذي �ر�زه  ���hن  .3!��
&h 

 ��
!��� �� ا���د�&
  �E!ق ا���ط�  1eم !دد  hا*ط ا���

أ) أ!�ب  .4
d c

e c

−
−

 ��Aا 
���2 ��* 
� و أ��&

  CDEا����5 ط&��� ا���1ث  ب)
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  C�!-�1 ا���ر�ن 

  

 tا����
� ا���د	� ��زا��  .1

)���ن  )' 'M z  ط��ورة ا���( )M z  زا����
t  

                   

( )

( ) ( )

' '

'

'

' 2 2 2 6

w

w

t M M MM w

z z z

z z z

z z i

= ⇔ =
⇔ − =
⇔ = +

⇔ = + − + −

�

�

������ �

  

2.                                                ( ) ( )2 2 2 6b a i= + − + − 

                                     2 6 2 2 2 6b i i i= + + − + −  

2 2b i= +  

3.                             
1 3

2 6 2 2 2 2 cos sin
2 2 3 3

a i i i
π π      = + = + = +      
     

 

                             
2 2

2 2 2 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

b i i i
π π      = + = + = +      
     

  

  

�د	�� :                                                 

2 2 cos sin
3 3

2 2 cos sin
4 4

i
a

c
b

i

π π

π π

    +    
    = =

    +    
    

  

إذن :                                         
2 2

cos sin
3 4 3 42 2

c i
π π π π    = − + −    
    

  

          : ���cosو  sin
12 12

c i
π π   = +   

     
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4.  

                                                
( )( )

( )( )

2 6

2 2

2 6 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 6 2 6

8

6 2 6 2

4 4

a
c

b

i

i

i i

i i

i i

i

=

+=
+

+ −
=

+ −

− + +=

   + −= +   
   

  

�د	�� :    .5

cos sin
12 12

6 2 6 2

4 4

c i

c i

π π    = +   
   


   + − = +       

إذن :  
6 2

cos
12 4

π +  = 
 

و  
6 2

sin
12 4

π −  = 
 

 

6.  

                

2007

2007 cos sin
12 12

2007 2007
cos sin

12 12

3 3
cos sin

4 4

3 3
cos sin

4 4

cos sin
4 4

cos sin
4 4

2 2

2 2

c i

i

i

i

i

i

i

π π

π π

π π

π π

π ππ π

π π

    = +    
    

   = +   
   

− −   = +   
   

   = −   
   

   − − −   
   

   = − −   
   

= − −  

  

)(  �ظ أن :  )2007 9 2016 9 3
168 2 84

12 12 12 4

π π π π ππ π− + − −= = + = + (  
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  C�!-�2 ا���ر�ن 

  

)أ) ���ن  .1 )' 'M z  ط��ورة ا���( )M z  #������
h  ر�زه��  Sا�ذي �
 3و �&

                                    

( )
( )

' ' 3

' 3

' 3 10 10

h M M SM SM

z s z s

z z i

= ⇔ =
⇔ − = −

⇔ = + −

����� ����

  

)�د	�� :  ب) )C c  ط��ھ# �ورة ا��( )A a  #������
h  : إذن  

                           ( )
3 10 10

3 2 4 10 10

4 2

c a i

c i i

c i

= + −
= − + + −

= +
  

)و �د	�� :  )D d  ط��ھ# �ورة ا��( )B b  #������
h : إذن  

                           ( )
3 10 10

3 4 2 10 10

2 4

d b i

d i i

c i

= + −
= − + + −

= − −
  

  ج)

                

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

4 2 2 4 4 2 2 4

4 2 2 4 4 2 2 4

6 2 2 6

2 2 6 6

12 36 4 12

12 12 12 12

40

24

5

3

i i i ic a b d

b a c d i i i i

i i

i i

i i

i i

i

i

+ − − + − + − − −− −× = ×
− − − + − − + + − − −

− − += ×
− − +

− + + +=
− − − +

=
−
−=

  

�� أن 

c a b d

b a c d

− −× ∈
− −

ℝ  ط�ن ا��*+A  وB  وC  وD داورة��  

أ) �د	�� :  .2
2 4 4 2

1 3
2 2

a c i i
p i

+ − + + += = = + 

    ب)

�   
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( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2

2 2 1 3

4 2 2 4

3

2 6

1 3

2 1 3

1

2

1

2

i

i ip

b d i i

i

i

i i

i

i

e
π

ω − + − +− =
− − + − − −

− −=
− +
− +

=
− +

=

=

  

�د	�� :  �
1

2

p

b d

ω − =
−

إذن  
1

2

P

DB

Ω =   ���2DBو  P= Ω 

]و �د	�� :  � ]arg 2
2

p

b d

ω π π−  ≡ − 
)إذن :    ) [ ], 2

2
DB P

π πΩ ≡
���� ����

 

  

 

  C�!-�3 ا���ر�ن 

  

ا����د��  ���ℂل +#  .1
2

4 8 0z z− + = 

)�د	�� :  ) ( )( )2
4 4 1 8 16∆ = − − = −  

�� أن 
0∆   +*ن ا����د�� ��
ل �.	ن -�د		ن ��را+�	ن :  >

( )
( )

4 16

2 1

i
z

− − −
أو   =

( )
( )

4 16

2 1

i
z

− − +
=  

  

2إذن :  2z i= 2أو   − 2z i= +  

 : ���}و  }2 2 ,2 2S i i= − +  

 أ. .2

� 
2 22 2 8 2 2

A
z = + = = 

2 2
2 2 2 2 cos sin

2 2 4 4
Az i i

π π      = + = +      
     

  : ���)و  ) [ ]arg 2
4

Az
π π≡  

� 2 2B A Az z z= = = 
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( ) ( )[ ]
( )[ ]

[ ]

arg arg 2

arg 2

2
4

B A

A

z z

z

π

π
π π

≡

≡ −

≡ −

  

  

ب. �د	�� : 
4

4 4 2

4

2 2
1. 1.

2 2

i
i i

A

i
B

z e
e e

z
e

π
π π π

π

 −  −  
  

−
= = =  

.21إذن :       
i

A O

B O

z z
e

z z

π− =
−

  

�1Aد	�� :  � O

B O

z z

z z

− =
−

1إذن :   
OA

OB
=   ���OAو  OB= 

]و �د	�� :  � ]arg 2
2

A O

B O

z z

z z

π π
 − ≡ − 

)إذن :    ) [ ], 2
2

OB OA
π π≡

���� ����
 

��&�وي ا�&�3	ن و2�3م ا�زاو	� +#  OABو 
�����# ا��0.ث O  
  

2ج. �د	�� :  2C Az z i− = 2و   − 2B Oz z i− = −   

إذن     
C A B O

z z z z− = −  ���ACو  OB=
���� ����

  #-�
��وازي أ56ع OBCAو 
�����# ا�ر  

�� أن      
OAو  OB⊥
���� ����

�&�ط	ل  OBCA+*ن     

�� أن     
OAو  OB=  ن*+OBCA .7
�ر  

  

د. �د	�� : 
0 2 2

1
2 2

O A
E

z z i
z i

+ + += = = )و    + )2 2 2 2
D A

z iz i i i= = + = − +  

   
4 2 2

1
2 2

C Dz z i
i

+ − += = +  

�� أن :     

2

C D
E

z z
z

+ ����ف  E+*ن  =[ ]CD
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  C�!-�4 ا���ر�ن 

  

 أ) �د	�� :  .1

                   

( )

2

2 3 3 3

2 3 3

3 3

1 3

3 1 3

1 3

3 3
i

c b i i

a b i

i

i

i i

i

i e

π− 
 
 

− − −=
− − −

− +=
− −

− − −
=

− −

= − =

  

إذن :                         
( ) [ ]

[ ]

, arg 2

2
2

c b
BA BC

a b
π

π π

− ≡  − 

−≡

���� ����

  

�� أن ا��0.ث  ب)
ABC  #+ �	2�3م ا�زاوB  ن*+[ ]AC  0.ث���
�0ل 3طر ا�دا2رة ا����ط� 	ABC  

�ر�ز ھذه ا�دا2رة ھو ����ف ا��ط��  Ωإذن      [ ]AC  : أي
2 2 3

1 3
2 2

a c i
iω + += = = +  

 أ)  .2

� 1 0

1 3
2 2

2

i
z z

+= + = 

� 2 1

1 3 1 3
2 2 3 3

2 2

i i
z z a i b

+ += + = + = + = 

� ( )3 2

1 3 1 3 1 3
2 2 3 3 2 2 2 3

2 2 2

i i i
z z b i i

+ + += + = + = + + = + 

� ( )4 3

1 3 1 3
2 2 2 3 2 2 3

2 2

i i
z z i i c

+ += + = + + = = 

1                 ب)            2 2 1
2A A z z= − =  2 3 3 2

2A A z z= − =    3 4 4 3
2A A z z= − =  

                                     

1إذن :                                     2 2 3 3 4A A A A A A= =  

nج)  �	�ن           ∈ℕ  :  

( )( ) ( )1

1 3 1 3 1 3 1 3
2 1 3 1 3 1 3

2 2 2 2
n n n n n

i i i i
z z i z i z i zω ω+

+ + + +− = + − − = + − = − + = −
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�� أن           
)د)  )3
1

i

n nz e z
π

ω ω+ − = +*ن  −
1nA ھ# �ورة  +

nA  دوران��
R  ر�زه�و زاو	��  Ωا�ذي 
3

π
  

  ه)            

�  76�n nv z ω= −  

)�د	��                  )n
v  �9&�&أ �	3ھ�د&

i

e
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