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ةيبيرجت مولعالثانية   


ا�ورة  – 2016تصحيح 
م�
ان الوطني لـ  �  ةي  ار دتس
 

  ن ) 3: (ا�ولا���ر�ن 

  

)����ر ا�������� ا��دد��  )n
u  : ��� ��� ا���ر��

0 2u و  =
1

1 15

16 16
n nu u+ =   �ℕن  ��nل  +

��1nuن ����ر�� أن  -أ )1  0,5   �ℕن  ��nل  <

  

0,5  
�ق �ن أن  -ب     ��( )1

15
1

16
n n nu u u+ − = − ) !م ��ن أن ا��������  �ℕن  ��nل  − )n

u . ��#$���  

)ا'���& أن ا��������  -ج       0,25 )n
u . ر������

 
  

)���ن  )2   )nv  : ��� ��� 1ا�������� ا��دد�� ا��)ر��
n n

v u=   �ℕن  ��nل  −

  

1  
)��ن أن   - أ )n

v  �)'�'ھ�د'�� أ
1

16
   �nد+��   nv و أ��ب  

  

��ن أن   - ب  0,75
1

1
16

n

n
u

 = +  
 

)!م �دد �(��� ا��������  �ℕن  ��nل   )n
u  

  

  ن ) 3: (ا�!���ا���ر�ن 

  

)���م �����د ���ظم ���1ر����ر ا�0/�ء ا���'وب إ�,  ), , ,O i j k
� � �

)، ا���ط��ن   )1,3,4A و( )0,1,2B  

0,5  
��2ن أن  -أ )1 2OA OB i j k∧ = − +

���� ���� � � �
  

��2ن أن  -ب       0,5 2 0x y z− + )ھ� ���د�� د���ر��� ���'�وى  = )OAB .  

)���ن ا����0  )2  0,5 )S  �)2ا��� ���د�� 2 2 6 6 6 2 0x y z x y z+ + − + − + =  

)��ن أن �ر�ز ا����0         )S  ط��)ھو ا�� )3, 3,3Ω   5و 7��1(�  −

)��ن أن ا��'�وى  -أ )3  0,75 )OAB  ���0�� س���( )S  

�ط� ���س ا��'�وى  H�دد �!�وث إ�دا!��ت  -ب       0,75�( )OAB  ���0و ا�( )S  

  

  ن ) 3ا���ر�ن ا�!��ث : (

2ا����د�� :  ℂ�ل �� ���و�7 ا�7داد ا���د��  )1  0,75 8 41 0z z− + =  

)����ر ، �� ا��'�وى ا���دي ا���'وب إ�, ���م �����د ���ظم  )2   ), ,O u v
� �

ا��� أ���$(�  Ωو  Cو  Bو A، ا���ط  
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�4��ث  ωو  cو  bو �7a, ا��وا�� ھ�  5a i= 3و  + 4b i= 6و  + 7c i= 4و  + 7iω = +  

  

0,75  
أ�'ب   - أ

c b

a b

−
−

����� . Cو  Bو Aو ا'���& أن ا���ط  �'�  

  

0,75  

و زاو��?  Ωا�ذي �ر�زه  ���Rدوران  M#ورة  M'��ق ا���ط�  z'�ن ا��'�وى و  �M�ق ��ط�  ���zن   - ب

2

π− 

'��ن أن  3 11z iz i= − − +  

  

0,75  
���دد !م ا7ط ���R  ��!�!� @�1دوران  C�دد #ورة ا���ط�  -ج

a

c

ω
ω

−
−

  

  

  ن ) 3ا���ر�ن ا�را�� : (

  

  

  

1  

  

  4و  4و  4و  4و  3و  3و  3و  2و  2و  �1رات ���ل ا�7داد :   �10��وي #�دوق �7, 

    ( + ���ن ا�����ز ��ن ا��رات �����س )

    ����ر ا���ر�� ا������ : �'�ب 17وا��A �������� و �دون إ�@ل �ر��ن �ن ا�#�دوق.

 ا��دث : " ا��#ول �7, �ر��ن ���@ن 7دد�ن زو���ن  " . ���Aن  )1

)��ن أن  ) 1

3
p A =  

 ��ر�� .��رر ا���ر�� ا�'���� !@ث �رات ���ث ���د ا��ر��ن ا��'�و���ن إ�, ا�#�دوق ��د �ل  )2  2

  Aا���)�ر ا��1وا�A ا�ذي �'�وي 7دد ا��رات ا��� ����ق ��(� ا��دث  ���Xن 

)��ن أن  ) 4
1

9
p X = =  �Aل ا���)�ر ا��1وا����دد $��ون ا�م !X  

  

) : ��C'�8 ( ن  

  

  

  

  

  

0,25  

  

  

0,75  

I.  ن���g  ,�7 ا�دا�� ا��دد�� ا���ر��] [0,+∞  : ��� ���( ) 2
1 2lng x x

x
= − + 

[g  ,�7ا��دول ����? ھو �دول �)�رات ا�دا��         [0,+∞  

  

)أ�'ب  )1 )1g 

  

)ا'���& ا�ط@$� �ن ا��دول أن :  )2 ) 0g x [�ن  ��xل  < [0,+∞ 

 

  

  

  

  

  II.  ر ا�دا�� ا��دد������f  ,�7 ا���ر��] [0,+∞  : ��� ���( ) ( )3 3 2 1 lnf x x x x= − + + 

)و ���ن  )C  , ا���!ل ��دا����ا���f  م �����د ���ظم��� ��( ), ,O i j
� �

  )  2cm( ا�و�دة     

)��ن أن  )1  0,75 )
0
0

lim
x
x

f x
→
>

=   و أ7ط �Cو�@ ھ�د'�� �(ذه ا������ . ∞−

1 2 

2 

3 3 

4 3 4 4 
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)��ن أن  -أ )2  0,5 )lim
x

f x
→+∞

= +∞ 

)( ��'�ب ا��(��� ����ك �����  )f x  �7, ا��1ل( ) 3 1
3 2 1 lnf x x x

x x

  = − + +  
  

 (  

)��ن أن ا�����,  -ب        0,5 )C  را��ب ��وار�ور ا�ل �ر�7 �����1 �� ا���ه ����+∞  

)��ن أن  -أ )3  0,75 ) ( )'f x g x=  ل��x  ن�] [0,+∞  

[�زا�د�� $ط�� f  ,�7ا'���& أن ا�دا��   -ب        0,75 [f  ,�7!م /� �دول �)�رات ا�دا��  ∞+,0] [0,+∞  

)��ن أن  -أ )4  0,5 )1,0I  ,������ ط� ا��ط�ف��( )C  

��1yن أن   -ب        0,25 x= )ھ� ���د�� د���ر��� ���'���م  − )T  ,��س ا������( )C  ط��  ��I ا��

)أ�F1 ، �� �0س ا����م   - ج        0,75 ), ,O i j
� �

)، ا��'���م   )T  ,��و ا���( )C  

  

0,5  
��ن أن   -أ )5

2

1

7
1

2 4

x
dx

 + = 
 
∫  

  

0,75  
)��'����ل ������ ����زاء ، ��ن أن   -ب       )2

1

7
1 ln 4ln 2

4
x xdx+ = −∫  

  

0,5  

2أ�'ب ، ب  - ج      
cm  ,��#ور ��ن ا����ز ا��'�وى ا���� ���'� ،( )C  ن ا��ذ�ن����  و ��ور ا���#�ل و ا��'�

���1xد���ھ��            2xو  = =  

  

)�ل ������� ا���را��� :  )6 ) ( )3
1 ln 1

2
x x x+ ≥ [؛        − [0,x ∈ +∞  
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  : ا�	����

  

  �#��H ا���ر�ن ا�ول :

  

1nuأ. ����ن ����ر�� أن :  )1  �ℕن  ��nل  <

�0nن أ�ل  � = : 

�د���  
0

2u =     

0إذن    1u >  

���nن  � ∈ℕ 

�0�1nuرض أن :  • > 

و ���ن أن :  •
1

1
n

u + > 

�1nuد��� �'ب ا��Jراض :  >  

إذن 
1 1

16 16
nu >  

إذن 
1 15 1 15

16 16 16 16
nu + > +  

1إدن :  1nu + >  

�1nu'���& أن :  �  .�ℕن  ��nل  <

 

   ب.      

���nن  � ∈ℕ  

                        

1

1 15

16 16

1 15
1

16 16

15 15

16 16

n n n n

n

n

u u u u

u

u

+ − = + −

 = − + 
 

−= +

 

)إذن :        )1

15
1

16
n n n

u u u+ − = −   �ℕن  ��nل  −

1nu) أ.   �1د��� �'ب ����� ا�'ؤال  � >  

1إذن  0nu − >  

)إذن  )15
1 0

16
nu

− − <  

و��? 
1

0
n n

u u+ −   �ℕن  ��nل  >

)و ������� ا��������  )nu ��#$���  
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). ��� أن ج )nu  ن  ���1$#�� و �#)ورة  ( ����ددL�  (( )nu ر������  

  

2(   

   . أ

���nن  � ∈ℕ 

                            

( )

1 1
1

1 15
1

16 16

1 1

16 16

1
1

16

1

16

n n

n

n

n

n

v u

u

u

u

v

+ += −

= + −

= −

= −

=

  

  

إذن       
1

1

16
n n

v v+   �ℕن  ��nل   =

)و ��? ا��������        )nv  �)'�'ھ�د'�� أ
1

16
q =  

و �دھ� ا�ول       
0 0

1 2 1 1v u= − = − =  

 :  �nد+��   ����nvب  �

�0د��� : 

n

nv v q= إذن :      ×
1

1
16

n

n
v

 = × 
 

  

و ��? 
1

16

n

n
v

 =  
 

  �ℕن  ��nل   

  

   . ب

���nن  � ∈ℕ : 

1د��� �      
n n

v u= 1إذن     −
n n

u v= +  

و ��?       
1

1
16

n

nu
 = + 
 

  �ℕن  ��nل  

��� أن  �
1

1 1
16

− < �Lن :   >
1

lim 0
16

n

n→+∞

  = 
 

 

limو ��? :  1n
n

u
→+∞

=  
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  �#��H ا���ر�ن ا�!��� :

  

)أ. �د��� :  )1 )1,3,4OA
����

)و     )0,1,2OB
����

 

   �د��� :
3 1 1 0 1 0

4 2 4 2 3 1
OA OB i j k∧ = − +
���� ���� � � �

  

إذن :  
 

2 2OA OB i j k∧ = − +
���� ���� � � �

  

  

)ب.  �د��� :  )2, 2,1OA OB∧ −
���� ����

)���(� ��ظ��� ���'�وى    )OAB  

)إذن ���د�� د���ر��� ���'�وى       )OAB  : ���2ب �7, �1ل. 2. 1. 0x y z d− + + =  

)و ��� أن  :      ) ( )0,0,0O OAB∈        : نL�( ) ( ) ( )2. 0 2. 0 1. 0 0d− + + =  

0dإذن :       =    

)و ������� ���د�� ���'�وى      )OAB  : 2ھ� 2 0x y z− + =  

  

)���ن ا����0  )2 )S  �)2ا��� ���د�� 2 2
6 6 6 2 0x y z x y z+ + − + − + =  

�2د��� :  2 2 6 6 6 2 0x y z x y z+ + − + − + =  

 : F����2 2 26 6 6 2x x y y z z− + + + − = −  

 : F����

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 22 3 3 2 3 3 2 3 3 2 3 3 3x x y y z z− + + − − + − + − + = − + + +  

 : F����( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
3 3 3 25 5x y z− + − − + − = =  

)إذن �ر�ز ا����0  )S  ط��)ھو ا�� )3, 3,3Ω 5Rو 7��1(�  − =  

  

)أ. �د��� :  )3 )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

2 3 2 3 3 15
, 5

32 2 1
d OAB

− − +
Ω = = =

+ − +
 

)��� أن :  )( ),d OAB RΩ )�Lن ا��'�وى   = )OAB  ���0�� س���( )S  

  

)ب. ���دد  ), ,
H H H

H x y z  ط� ���س ا��'�وى��( )OAB  ���0و ا�( )S  

)�د���      ), ,H H HH x y z  ط��)ھ� ا��'�ط ا���ودي ��� )3, 3,3Ω )�7, ا��'�وى  − )OAB  

)و �������      ), ,
H H H

H x y z  م��)ھ� ��ط� ���ط� ا��'� )ا���ر �ن  ∆( )3, 3,3Ω −   

)و ا���ودي �7, ا��'�وى        )OAB   ا��'�وى ��( )OAB.  

)�د���  )2, 2,1OA OB∧ −
���� ����

)���(� ��ظ��� ���'�وى   )OAB  و ��� أن( ) ( )OAB∆ ⊥  

)�Lن :  )2, 2,1OA OB∧ −
���� ����

)ھ� ���(� �و�(� ���'�وى   )OAB  و �د��� .( ) ( )3, 3,3Ω − ∈ ∆  
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)إذن ��!�ل ��را��ري ���'���م  )∆  :( )
3 2

3 2

3

x t

t y t

z t

= +
∈ = − −
 = +

ℝ  

  

( ) ( ) ( ), ,
H H H

H x y z OAB∈ ∆ ∩   F����( )

3 2

3 2

3

2 2 0

H

H

H

H H H

x t

y t
t

z t

x y z

= +
 = − −∈  = +
 − + =

ℝ  

)�����و�ض ��د :  ) ( ) ( )2 3 2 2 3 2 3 0t t t+ − − − + + =   

1tو��?:   = −  

و ������� : 

( )
( )

( )

3 2 1 1

3 2 1 1

3 1 2

H

H

H

x

y

z

= + − =
 = − − − = −
 = + − =

)أي :    )1, 1,2H −.  

       

  �#��H ا���ر�ن ا�!��ث :

  

2ا����د�� :  ��ℂ�ل ��  )1 8 41 0z z− + = 

)�د��� :  ) ( )( )2
8 4 1 41 100∆ = − − = −  

∆���0 أن    �Lن ا����د�� ���ل ���ن 7�دد�ن ��را���ن >

( )
( )

8 100

2 1

i
z

− − −
أو   =

( )
( )

8 100

2 1

i
z

− − +
=  

4 5z i= 4أو   + 5z i= −  

}إذن :  }4 5 ,4 5S i i= − +  

  

أ.       �د��� :          )2
( ) ( )
( ) ( )

( )6 7 3 4 3 13 3
3

4 5 3 4 1 1

i i ic b i

a b i i i i

+ − + +− += = = =
− + − + + +

 

��� أن    
c b

a b

− ∈
−

ℝ  ط������. Cو  Bو  L�Aن ا���'�  

  

)ا�دوران ا�ذي �ر�زه  R ب. )ωΩ  ?و زاو��
2

π−
  

     ( )' 'M z  ورة�( )M z  دوران	
�R  

)�د��� :        )2'
i

z e z

π

ω ω
− 

 
 − = −  



 

  

م ا�������� 
������ 

�ار�	��ا ا��ورة – 2016 �ـ ا��ط�
 ا�
	��ن �������  

 

8/15 Math.ma – 3/2017 

)إذن :        ) ( )( )' 4 7 4 7z i i z i− + = − − +  

)إذن :        )' 4 7 4 7z i i z i− − = − − −  

)إذن :        )' 4 7 4 7z i z i i= − − − + +  

'إذن :        4 7 4 7z iz i i= − + − + +  

'و ��? :         3 11z iz i= − − +  

   

  ج. 

  : ���Rدوران  ��C�دد #ورة ا���ط�  �

)�د��� :             )3 11 6 7 3 11 6 7 3 11 4 5ic i i i i i i i a− − + = − + − + = − + − + = + =              

  .���Rدوران  Cھ� #ورة  Aإذن :             

  

)�د��� :  � )R C A=   : إذن ( ) [ ], 2
2

A C

C A
π π

Ω = Ω

 −Ω Ω ≡

���� ���� 

إذن : 

( ) [ ]

1

, 2
2

A

C

C A
π π

Ω = Ω
 − Ω Ω ≡


���� ����
  

إذن : 

[ ]

1

arg 2
2

a

c

a

c

ω
ω

ω π π
ω

 − = −


− −  ≡  − 

  

1و ��? :  cos sin
2 2

a
i

c

ω π π
ω

−  − −    = +    −     
  

  

                                                        

  �#��H ا���ر�ن ا�را�� :

  

  ا���ر�� " �'�ب 17وا��A �������� و �دون إ�@ل �ر��ن �ن ا�#�دوق "

  �ون إ������ت ھذه ا���ر��  ���Ωن 

�2د��� : 

10 90card AΩ = =  

1( A  " @ن 7دد�ن زو���ن��#ول �7, �ر��ن ��ا� " 

�2د��� : 

6 30cardA A= =  

)إذن :  ) 30

90

cardA
p A

card
= =

Ω
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)و��? :   ) 1

3
p A =  

  

��3n)�ر 17وا�A �دا�� و'�ط�ه  �Xد��� :  )2 )و     = ) 1

3
p p A= = 

                        ( ) ( )
2

3 11 1

3

1 1 4
1 1 3 1

3 3 9
p X C p p

−  = = − = × × − = 
 

  

  : ��X�دد $��ون ا����ل 

                       ( ) ( )
3

3 00 0

3

1 8
0 1 1 1 1

3 27
p X C p p

−  = = − = × × − = 
 

  

                                                                             ( ) 4 12
1

9 27
p X = = =  

                       ( ) ( )
2 1

3 22 2

3

1 1 2 6
2 1 3 1

3 3 9 27
p X C p p

−    = = − = × × − = =   
   

  

                        ( ) ( )
3 0

3 33 3

3

1 1 1
3 1 1 1

3 3 27
p X C p p

−    = = − = × × − =   
   

  

3  2  1  0  
i

x  

1

27
  

2 6

9 27
=  

4 12

9 27
=  

8

27
  

( )i
p X x=  

  

  

 H��#�: ��C'ا��  

I.   

1(             ( ) ( ) ( )2
1 1 2ln 1 2 1 2 0 1

1
g = − + = − + × = 

)�د���  )2 )1g  ا�د�و�� ��دا�� ����[g  ,�7ھ� ا� [0,+∞  

[إذن :  [ ( ) ( )0, : 1x g x g∀ ∈ +∞ ≥  

[إذن :  [ ( )0, : 1x g x∀ ∈ +∞ ≥  

[و ��? :  [ ( )0, : 0x g x∀ ∈ +∞ >  

 

II.   

)�د��� :  )1 ) ( ) ( )
0 0
0 0

lim lim3 3 2 1 ln
x x
x x

f x x x x
→ →
> >

= − + + = −∞ 
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)�ن :           )

( )

0
0

0
0

0
0

lim3 3 3

lim2 1 2

limln

x
x

x
x

x
x

x

x

x

→
>

→
>

→
>


− =


 + =

 = −∞



  

  

)ا��Cو�ل ا�(�د'� :  )C  ?رب �7ودي ���د�����0��ل �x =  

  

  

 أ.  )2

          

( ) ( )lim lim 3 3 2 1 ln

3 1
lim 3 2 ln

3 1
lim 3 2 1 ln

x x

x

x

f x x x x

x
x x

x x

x x
x x

→+∞ →+∞

→+∞

→+∞

= − + +

 +  = − +   
  

  = − + +  
  

= +∞

  

                �ن : 

lim

3
lim 3 3

1
lim 2 1 2

lim ln

x

x

x

x

x

x

x

x

→+∞

→+∞

→+∞

→+∞

= +∞

 − = −


  + =   
 = +∞

 

  

)�د��� :  ب. )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

و 
( ) 3 1

lim lim 3 2 1 ln
x x

f x
x

x x x→+∞ →+∞

 = − + + = +∞ 
 

  

)إذن :  )C  را��ب ��وار�ور ا�ل �ر�7 �����1 �� ا���ه ����+∞  

[أ. ���ن  )3 [0,x ∈ +∞  : 

�1��ق f  ,�7ا�دا�� M� ����$] [0,+∞  
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

' 3 3 2 1 ln '

3 2 1 'ln 1 ln'

1
3 2 ln 1

1
3 2 ln

1
3 2 ln 1

2
3 2ln 2

2
1 2ln

f x x x x

x x x x

x x
x

x
x

x

x
x

x
x

x
x

= − + +

= − + + + +

 = − + + + × 
 

+ = − + + 
 

 = − + + + 
 

= − + + +

= − +

  

[�ن  xإذن : ��ل  [0,+∞  :( ) ( )'f x g x=  

  

  

[) �د��� : I  .2�'ب   . ت [ ( )0, : 0x g x∀ ∈ +∞ >  

[و ��? :      [ ( )0, : ' 0x f x∀ ∈ +∞ >  

[�زا�د�� $ط�� f  ,�7و �������  [0,+∞  

  : �fدول �)�رات ا�دا�� 

  

[أ. ���ن  )4 [0,x ∈ +∞ : 

�1��ق f  ,�7'�د��� M� ����$] [0,+∞  
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( ) ( ) ( )
( )

( )

2

2

2

" ' '

'

2 2

2 2

2 1

f x f x

g x

x x

x

x

x

x

=
=

−= +

− +=

−
=

  

( )" 0 1f x x= ⇔ =  

���2 أن 
0x )�Lن إ�1رة  < )"f x  1ھ� إ�1رةx −  

                

)إذن ا���ط�    ���1دم و �)�ر إ�1ر�(� �7د  f"�د��� :  )1,0I  ,������ ط� ا��ط�ف�)ھ� � )C.  

)(+�ظ   )1 0f = (  

  

)ب. ���د�� د���ر��� ���'���م  )T  ,������ ا����س( )C  ط��)�� ا�� )1,0I :  

      ( )( ) ( )' 1 1 1y f x f= − +  

)�د��� :  ) ( )' 1 1 1f g= )و     = )1 0f =  

)إذن :  )1 1 0y x= × − +  

)و ��? :             ) : 1T y x= −  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

  

م ا�������� 
������ 

�ار�	��ا ا��ورة – 2016 �ـ ا��ط�
 ا�
	��ن �������  

 

13/15 Math.ma – 3/2017 

)إ��1ء  ج. )C :  

  

  

  

  

  

  

  

(T)

(C)

0 1

1

x

y
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 أ.  )5

                      

2
2

2

1
1

2 2

1
2 4

2 1
2 1

4 4

5
3

4

7

4

x x
dx x

  + = +   
   

   
= + − +   
   

= −

=

∫

  

  

ب.                       
( )
( )

( )

( )

2

' 1 2

ln 1
'

x
u x x

u x x

v x x
v x

x


= + = + 

 =  =


�  

             

( ) ( )

( )

( )

2
2 2

2 2

1 1

1

2

1

1
1 ln ln

2 2

3
4ln 2 ln1 1

2 2

7
4ln 2

4

x x
x x dx x x x dx

x

x
dx

    
+ = + − + ×    

    

   = − − +   
   

= −

∫ ∫

∫  

  

)ج. �د��� :  )2

1
A f x dx i j= × ×∫

� �
  

]�7, ا����ل      )�د��� :  1,2[ ) 0f x ≥  

)إذن :       )2

1
2 2A f x dx cm cm= × ×∫  

) إذن :      ) ( )( )2
2

1
3 3 2 1 ln 4A x x x dx cm= − + + ×∫  

) إذن:      ) ( ) ( )( )2 2
2

1 1
3 3 2 1 ln 4A x dx x x dx cm= − + + ×∫ ∫  

) إذن :      )
2

2
2

1

3 7
3 2 4ln 2 4

2 4

x
A x cm

    
 = − + − ×      
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) إذن :      ) ( ) 23 7
0 8ln 2 4

2 2
A cm

  = − + − ×  
  

  

) إذن :      )( ) 25 8ln 2 4A cm= − + ×  

)و ��? :       )( ) 220 32ln 2A cm= − +  

[ ���ل ������� : )6 [ ( ) ( ) ( )3
0, : 1 ln 1

2
x x x x∈ +∞ + ≥ − 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

3
1 ln 1 2 1 ln 3 1

2

2 1 ln 3 3

3 3 2 1 ln 0

0

x x x x x x

x x x

x x x

f x

+ ≥ − ⇔ + ≥ −

⇔ + ≥ −
⇔ − + + ≥
⇔ ≥

  

�������  ( ) 0f x )���� أن  ≤ )C  #�ل���ور ا�و�د �وق ��  

]و ������� :  [1,S = +∞  


